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Abstract

Cell differentiation is a dynamic biological process that leads a cell to acquire a specific cellu-

lar identity. Recently, single-cell RNA sequencing has enabled simultaneous measurement of

gene expression at specific points in this process across a large number of cells and genes. Re-

peating these measurements at different times provides insight into the temporal variation of a

distribution in the gene expression space. Sincemostmeasurement techniques are destructive,

the goal of inferring cell differentiation trajectories is to reconstruct the differentiation process

at the level of each cell in the population. Existing work assumes that cells evolve, within the

gene expression space, via diffusion. However, the actual dynamics of gene expression are far

more complex.

In my PhD thesis, I developed a method for inferring a cell differentiation trajectory from

single-cell RNA sequencing data, based on the solution to the Schrödinger problem and amech-

anistic, stochastic gene model that generates realistic dynamics. The method relies on con-

structing a reference process for the Schrödinger problem based on the gene model applied to

a gene regulatory network, known as the Bursty model.

By comparing the solutions to the Schrödinger problem obtained with a diffusive reference

process and a reference process based on the Burstymodel, I established the validity of this new

method, first using simulated data and a simple gene model, and then using experimental data

and a complex gene network. This work thus illustrates the value of integrating mechanistic

knowledge of the biological system into the inference method to enable a more realistic and,

ultimately, more relevant inference of cell differentiation.

Keywords: Trajectory inference, gene expression model, gene regulatory network, Schrödinger

problem, cell differentiation, single-cell data.
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Résumé

La différenciation cellulaire est un processus biologique dynamique qui conduit une cellule à ac-

quérir une identité cellulaire particulière. Récemment, le séquençage d’ARN en cellules uniques

a permis de mesurer simultanément les niveaux d’expression génique à des instants précis de

ce processus pour un grand nombre de cellules et de gènes. La répétition de ces mesures à

différents moments permet d’accéder à la variation temporelle d’une distribution dans l’espace

d’expression génique. La plupart des techniques de mesure étant destructives, l’inférence de

trajectoires de différenciation cellulaire vise à reconstituer le processus de différenciation au

sein de chaque cellule de la population. Les travaux existants supposent que les cellules évolu-

ent dans l’espace d’expression génique par diffusion. Or, la dynamique réelle des gènes est bien

plus complexe.

Dans mon travail de thèse, j’ai développé une méthode pour inférer une trajectoire de dif-

férenciation cellulaire à partir de données issues de séquençage d’ARN en cellules uniques, en

m’appuyant sur la résolution du problème de Schrödinger et un modèle de gènes mécaniste et

stochastique générant des dynamiques réalistes. La méthode repose sur la construction d’un

processus de référence pour le problème de Schrödinger à partir du modèle de gènes appliqué

à un réseau de régulation génique, appelé modèle Bursty.

En comparant les solutions du problème de Schrödinger obtenues avec un processus de

référence diffusif et un processus de référence basé sur le modèle Bursty, j’ai établi la per-

tinence de cette nouvelle méthode, d’abord à partir de données simulées et d’un modèle de

gènes simple, puis à partir de données expérimentales et d’un réseau de gènes complexe. Ce

travail illustre donc l’intérêt d’intégrer une connaissance mécaniste du système biologique à la

méthode d’inférence pour permettre une inférence plus réaliste et, in fine, plus pertinente de la

différenciation cellulaire.

Mots-clés : Inférence de trajectoire, modèle d’expression génique, réseau de régulation génique,

problème de Schrödinger, différenciation cellulaire, données en cellules uniques.
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Dans ce manuscrit, je m’intéresse au développement d’une méthode pour inférer une trajec-

toire de différenciation cellulaire à partir de données en cellules uniques. L’objectif est d’intégrer

un modèle de la dynamique des gènes dans la méthode d’inférence. Pour cela, je construis un

processus à partir d’un modèle mécaniste et stochastique de l’expression d’un réseau de régu-

lation de gènes, appelé le modèle Bursty. J’utilise une théorie mathématique, le problème de

Schrödinger, en incluant le processus ci-dessus comme un processus de référence qui fournit

l’information de la dynamique des gènes. À partir de données ARN en cellules uniques ou de

données protéomiques, la résolution du problème de Schrödinger avec lemodèle Bursty permet

une inférence plus réaliste et, in fine, plus pertinente de la différenciation cellulaire.

Avant de rentrer dans le cœur du travail, je définirai dans un premier temps, la différenciation

cellulaire pour comprendre l’intérêt biologique d’inférer ces trajectoires. Ensuite, je présenterai

des mesures biologiques couramment utilisées pour l’étudier, ce qui me permettra de faire le

lien entre l’évolution des technologies de mesures biologiques et l’évolution de la modélisation.

Je détaillerai dans une troisième partie les outils mathématiques utilisés dans l’état de l’art

pour modéliser la différenciation cellulaire. L’inférence est au centre de mon travail de thèse,

je lui dédis une section où je la définis, je présente l’état de l’art et j’introduis la méthode que

j’utilise : la résolution du problème de Schrödinger. Mon objectif étant de résoudre le prob-

lème de Schrödinger en incluant la dynamique des gènes, je présenterai alors l’état de l’art de

la modélisation d’un gène et d’un réseau de régulation de gènes.

1.1 Différenciation cellulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

La différenciation cellulaire est un processus biologique qui mène une cellule à acquérir une ou

des fonctions qu’elle ne possédait pas. À force de divisions successives, les cellules souches

et les cellules non-différenciées vont progressivement s’engager vers un destin cellulaire dédié

à une fonction précise, donnant naissance à une diversité de types cellulaires, caractérisés par

des cellules dites différenciées. Les cellules différenciées (comme par exemple les globules

rouges, cellules T, cellules musculaires, cellules épithéliales) remplissent ainsi des rôles dis-

tincts et spécifiques (Evans & Kaufman, 1981; Martin, 1981; Morrison et al., 1997; Thomson et

al., 1998). La différenciation cellulaire est induite par des facteurs intrinsèques et extrinsèques.

Les facteurs extrinsèques sont la communication entre les cellules, les signaux chimiques et

mécaniques de l’environnement (Engler et al., 2006; Morrison & Spradling, 2008). Les facteurs

intrinsèques portent principalement sur l’activité des gènes, leurs interactions (Graf & Enver,

2009) et l’épigénétique (Reik, 2007) (section 1.2). Dans cette thèse, je me concentre sur les fac-

teurs intrinsèques de la différenciation ; je mentionnerai, toutefois, quelques travaux de l’état de
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A. B.

Figure 1.1. Paysage deWaddington. A. Paysage deWaddington où le processus de différencia-
tion cellulaire est expliqué comme lemouvement d’une bille le long d’un paysage dans lequel les
creux des vallées correspondent à des types cellulaires différenciés. B. Les gènes connectés
dessinent un paysage que les cellules parcourent. (D’après les figures de Waddington (1957))

l’art qui prennent en compte les facteurs extrinsèques ainsi que dans la discussion (Chapitre 3).

Waddington (1957) a proposé en 1957 un modèle de la différenciation cellulaire : celle d’un

paysage où les cellules roulent du haut d’une vallée vers le bas. Le haut des vallées représente le

stade le moins différencié des cellules, et le bas des vallées le stade différencié (Figure 1.1A.).

Le chemin parcouru par la cellule dans ce paysage s’identifie par une trajectoire cellulaire de

différenciation. L’analogie va plus loin et imagine que ce sont les gènes qui tirent et poussent

le paysage pour créer les montagnes et les vallées (Figure 1.1B.). La différenciation cellulaire

est un terme générique, il peut s’appliquer à plusieurs types cellulaires comme la différenciation

embryonnaire, la différenciation des cellules du sang et du système immunitaire, la différencia-

tion des cellules épithéliales (Krasnyakov, 2024) et la différenciation des cellules endothéliales

(Gerike et al., 1998; Germano&Osborne, 2021). Dans ce chapitre, l’accent estmis sur l’évolution

des connaissances relatives à deux processus de différenciation spécifiques : la différenciation

embryonnaire et l’hématopoïèse. Sans chercher à être exhaustive, je m’y intéresse car dans

ces deux cadres la vision du processus a beaucoup évolué avec le développement de mesures

biologiques modernes (section 1.3). Je présente dans les deux sous-sections qui suivent la dif-

férenciation embryonnaire et l’hématopoïèse à travers l’évolution des découvertes biologiques

et je m’intéresse à l’évolution de la modélisation mathématique de ces deux phénomènes dans

la section 1.4.
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1.1.1 L’embryogenèse

La différenciation embryonnaire ou embryogenèse, qui n’intervient qu’une seule fois dans la vie

d’un individu, permet, à partir d’une cellule-œuf unique, d’obtenir l’ensemble des précurseurs des

composants de l’organisme (comme expliqué dans les livres de biologie du développement, par

exemple : Barresi et Gilbert (2019)).

À la fin du XIXe siècle, à la suite d’expériences sur un embryon d’oursin, l’idée d’une spéciali-

sation précoce des cellules et la notion de totipotence apparaissent (Driesch, 1891), c’est à dire

que chaque cellule conserve le potentiel de se différencier menant au développement complet

de l’individu. Soixante-dix ans plus tard, Gurdon (1962) transfère le noyau d’une cellule intesti-

nale de têtard dans un ovocyte sans noyau. Il obtient un têtard viable ; cela prouve que le noyau

d’une cellule différenciée contient toute l’information génétique nécessaire à la génération d’un

organisme entier. Cette expérience fonde la notion de reprogrammation, ce qui lui vaudra le

prix Nobel de médecine en 2012. Pour les souris (Evans & Kaufman, 1981; Martin, 1981) puis

pour les humains (Thomson et al., 1998), respectivement, dans les années 1980 et 1990, les

biologistes isolent les premières cellules souches embryonnaires, capables de se différencier

en tous les types cellulaires.

Yamanaka, l’autre lauréat du prix Nobel de médecine en 2012, et ses collaborateurs ont mon-

tré que la différenciation n’est pas irréversible. En introduisant seulement quelques facteurs de

transcription chez des fibroblastes de souris, ils obtiennent des cellules pluripotentes 1 induites,

identiques aux cellules embryonnaires de souris (Takahashi & Yamanaka, 2006; Takahashi et

al., 2007). Enfin, le rôle de l’expression des gènes et celui de l’épigénétique2 , sont identifiés

comme régulateurs de la pluripotence et de la différenciation vers un destin cellulaire à partir

de 2014 (Boland et al., 2014; Gökbuget & Blelloch, 2019). Avant l’arrivée de la technologie de

séquençage en cellules uniques, que je présente dans la section 1.3, la différenciation était vue

comme un processus discret entre des stades de différenciation clairement identifiés. L’arrivée

de cette nouvelle technologie apporte de nouvelles informations sur l’évolution de l’expression

des gènes durant la différenciation (Girard et al., 2026) et permet de mettre en valeur une tra-

jectoire continue entre ces stades (Pijuan-Sala et al., 2019).

1.1.2 L’hématopoïèse

L’hématopoïèse est un processus continu tout au long de la vie, qui permet la formation des

cellules sanguines et participe à la réponse immunitaire. Ce phénomène est particulièrement

étudié, notamment en raison de son implication dans des pathologies du système immunitaire

1Les cellules pluripotentes sont des cellules avec la capacité de se différencier en presque tous les types cellulaires.
2L’épigénétique regroupe l’ensemble des mécanismes qui ne sont pas directement lié à l’expression des gènes (sec-
tion 1.2)
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Figure 1.2. Une représentation en arbre de l’hématopoïèse humaine avec les marqueurs de
surface identifiés dans Tajer et al. (2019). Les cellules souches hématopoïétiques sont définies
par l’expression de CD34 (+), CD38 (-), CD45RA (-), CD90 (+) et CD49f (+). Les cellules souches
sont représentées en haut de l’arbre et les cellules différenciées en bas de l’arbre. Les étapes
de différenciation discrètes sont représentées par les stades intermédiaires dans l’arbre.

ou du système sanguin avec par exemple un dérèglement du nombre de cellules sanguines, tel

que les leucémies.

Au XIXe siècle, la notion de cellules souches pour la lignée des cellules du sang apparaît

(Ramalho-Santos & Willenbring, 2007). Ehrlich (1879) décrit pour la première fois en 1879 les

différents types de cellules du sang et introduit des techniques de coloration pour les distinguer.

Trente ans plus tard, Maximow (1909) postule l’existence d’une cellule souche hématopoïétique

unique, capable de donner naissance à toutes les cellules du sang. Les preuves expérimentales

n’arrivent qu’une cinquantaine d’années plus tard, avec l’expériencemenée par Till et McCulloch

(1961), qui irradient des souris et leur injectent des cellules de mœlle osseuse. Ils observent la

formation de colonies comportant plusieurs types de cellules sanguines, ce qui prouve l’exis-

tence de cellules souches multipotentes.

Dans les années 1990, les cellules souches hématopoïétiques sont identifiées grâce à des

marqueurs de surface (Civin et al., 1984; Spangrude et al., 1988). Ces marqueurs de surface

permettront avec la cytométrie en flux (Bonner et al., 1972; De Rosa et al., 2001; Hulett et

al., 1969) (décrite en section 1.3), la classification des cellules et l’identification des étapes de
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différenciation (Lacombe et al., 2017; Perfetto et al., 2004) (Figure 1.2). Passegué et son équipe

(2005) étudient l’activité des protéines des cellules souches hématopoïétiques et montrent que

leurs activités diffèrent selon le devenir cellulaire de leur lignée, ce qui suggère que le destin se

joue au cours de la vie de la cellule. L’identification de signaux dans la régulation, la prolifération

et la différenciation est établie dans les années 2000 et 2010 (Bruns et al., 2014; Orkin & Zon,

2008). En parallèle, au milieu des années 2010, le rôle de l’épigenétisme est identifié dans le

maintien de la pluripotence et son rôle dans l’engagement vers un destin cellulaire (Papp&Plath,

2013), pour l’hématopoïèse.

Pour conclure, ces deux processus suscitent un intérêt biologique etmédical important (Orkin

& Zon, 2008; Rossant & Tam, 2017). L’embryogénèse et l’hématopoïèse présentent une partic-

ularité supplémentaire que je ne prends pas en compte dans ce manuscrit, mais j’en discute

dans le chapitre 3 : la dimension spatiale. Le point commun qui m’intéresse, entre ces deux

processus est le changement de vision survenu avec l’arrivée de la technologie de séquençage

en cellules uniques (scRNA-seq, voir section 1.3) : on passe d’une vision discrète de la dif-

férenciation à un continuum de différenciation (Girard et al., 2026; Laurenti & Göttgens, 2018).

Le séquençage ARN en cellules uniques donne accès à des informations sur l’activité géné-

tique de chaque cellule pour un grand nombre de gènes. Dans la section suivante, je présente

les gènes et leur expression, le cycle cellulaire et la stochasticité qui résulte de l’expression des

gènes.

1.2 Gènes, cycle cellulaire, et stochasticité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Comme décrit dans les livres de biologie moléculaire (Lodish et al., 2022)3 , toutes les cellules

eucaryotes possèdent un noyau et, dans ce noyau, l’intégralité de l’information génétique est

contenue dans les chromosomes (Figure 1.3), mais les cellules ne l’expriment pas toutes de la

même manière et au même moment.

Chaque cellule a son propre cycle de croissance ; une nouvelle cellule doit traverser dif-

férentes phases appelées G1, S, G2, M et G0. Les quatre premières phases correspondent à

la phase de prolifération, tandis que la dernière correspond à la phase de repos. C’est ce qu’on

appelle le cycle cellulaire. Au cours de sa vie, une cellule peut mourir par apoptose4 à tout mo-

ment de son cycle, ou se diviser en deux cellules filles à la fin de sa phase de prolifération. Lors

de la mitose, les chromosomes se dupliquent puis se séparent en deux, donnant une copie de

l’information génétique à chacune des deux cellules filles.

3Pour n’en citer qu’un
4L’apoptose est la mort cellulaire programmée
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Figure 1.3. Dessin schématique d’un noyau dans une cellule, montrant la condensation de
l’ADN en chromatine, composant des chromosomes. L’ADN est composé de quatre types de
nucléotides : l’adénine (A), la cytosine (C), la guanine (G) et la thymine (T). L’ADN est transcrit
en ARNm. L’ARNm est aussi composé de quatre types de nucléotides : l’adénine (A), la cytosine
(C), la guanine (G) et l’uracile (U). L’ARNm avec des triplés de nucléotides codant pour un acide
aminé, est traduit en protéines. Dans l’exemple, j’illustre que la Valine (Val) est codée par le trio
de nucléotides GUC, la Proline (Pro) est codée par CCA et la Serine (Ser) est codée par un trio
qui commence par U (par exemple UCU). L’ARNm et les protéines sont ensuite dégradés.

La Figure 1.3 illustre un aspect des chromosomes, le fait qu’ils soient une condensation de la

chromatine. La chromatine est une structure où l’acide désoxyribonucléique (ADN) en forme el-

lipsoïdale s’enroule avec d’autres molécules (par exemple les histones). L’ADN est composé de

quatre types de nucléotides : l’adénine (A), la cytosine (C), la guanine (G) et la thymine (T), et est

contenu dans le noyau. L’ADN est transcrit en acide ribonucléique messager (ARNm). Chez les

cellules eucaryotes, qui possèdent un noyau contenant l’ADN, l’ARNm est ensuite épissé, c’est-

à-dire qu’il ne conservé que les parties dites codantes pour les protéines. L’ARN épissé est alors

transporté du noyau vers le cytoplasme où il est traduit en protéines. Un triplet de nucléotides

code un acide aminé, élément constitutif des protéines. Ainsi, une suite de nucléotides précise

peut coder une protéine précise. On peut définir cela comme un gène. Si un gène est transcrit,

on dit qu’il est exprimé, ainsi pour estimer l’expression d’un gène, onmesure la quantité d’ARNm

ou de protéines.

Les gènes sont interconnectés entre eux, dans ce qu’on appelle un “réseau de régulation

génique” (GRN pourGene Regulatory Network). Les gènes peuvent exercer une action inhibitrice

ou activatrice sur eux-mêmes ou sur d’autres gènes. La protéine traduite peut être un facteur de

transcription et se fixer sur le promoteur d’autres gènes pour en activer ou inhiber l’expression

(Lambert et al., 2018; Latchman, 1996). Les facteurs de transcription peuvent jouer un rôle

sur la structure de la chromatine. En effet, la condensation de la chromatine est plus ou moins

ouverte, ce qui permet plus ou moins d’accéder à l’ADN et aux nucléotides (Bintu et al., 2016;

Cremer et al., 2015). La conformation spatiale de l’ADN et l’état de la chromatine participent
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également à la régulation génique (Fourel et al., 2004; Haddad et al., 2017; Rao et al., 2014) ;

c’est ce qu’on appelle l’épigénétique. L’expression des gènes varie selon les cellules. Cette

variation fut initialement décrite comme du “bruit” et sa première description a eu lieu au cours

de la seconde moitié du XXe siècle (Novick & Weiner, 1957; Spudich & Koshland Jr, 1976).

Longtemps considérée comme ne faisant que du bruit dans les cellules (Kaern et al., 2005),

l’expression des gènes est en fait stochastique (Friedman et al., 2006; McAdams & Arkin, 1997;

Paulsson et al., 2000) et joue un rôle clé dans la prise de décision cellulaire (Balázsi et al., 2011).

Eldar et Elowitz (2010) apportent une preuve expérimentale à l’expression stochastique des

gènes. En suivant des cellules humaines transplantées avec un gène qui, au contact de l’ATP,

produit de la lumière, on voit clairement que les gènes s’expriment de manière aléatoire. Cela

décrit comment la synthèse des ARNm est générée de façon brève et stochastique. Cette

stochasticité joue un rôle central (Chalancon et al., 2012; Eldar & Elowitz, 2010; Huang, 2009).

Dans le livre “Le hasard au cœur de la cellule” (Kupiec et al., 2011), les auteurs invitent à repenser

la biologie en intégrant la dimension probabiliste et stochastique dans la compréhension des

mécanismes du vivant. En effet, la stochasticité à l’échelle moléculaire n’est pas incompatible

avec l’organisation des structures à l’échelle macroscopique (Laforge et al., 2005). Une vision

“darwinienne” est que la variation est au fondement du vivant et que les processus de hasard-

sélection ne se restreignent pas qu’aux organismes eux-mêmes (Kupiec et al., 2011).

Viñuelas et al. (2012) présentent certaines explications à la stochasticité inhérente au pro-

cessus d’expression génique : par des phénomènes biophysiques, comme la répartition aléa-

toire lors de lamitose (Huh & Paulsson, 2011), ou par des phénomènes biochimiques, comme la

dynamique du réseau intracellulaire (Çağatay et al., 2009) et par la dynamique de la chromatine

(Kupiec, 1997)5. Chalancon et al. (2012) examinent comment les GRN permettent d’atténuer,

d’amplifier ou de tolérer le bruit d’expression des gènes. En effet, le GRN permet que le bruit

dans l’expression d’un gène puisse se propager et affecter le bruit dans l’expression d’un gène

connecté (Raser & O’Shea, 2005). La rétroaction positive ou négative a un impact sur l’amplifi-

cation ou la diminution du bruit par exemple (Becskei & Serrano, 2000; Raser & O’Shea, 2005).

Pour conclure, l’expression génique est un processus stochastique, régi par desmécanismes

tels que la structure de la chromatine, le réseau de régulation génique, ou les propriétés bio-

physiques du cycle cellulaire. Cette variabilité est clef dans la prise de décision cellulaire dans

le processus de différenciation. Comprendre comment elle s’orchestre nécessite des outils de

mesure adaptés. Dans la section suivante, je présente plusieurs mesures biologiques qui per-

mettent d’analyser l’expression des gènes au cours du processus de différenciation cellulaire.

5ce dernier point est aussi étudié par Viñuelas et al. un an plus tard dans (Viñuelas et al., 2013)
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1.3 Les mesures biologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pour étudier les cellules lors du processus de différenciation, une analyse génétique est possi-

ble. Dans cette section, je présente plusieursmesures biologiques qui permettent cette analyse.

L’évolution des techniques repose principalement sur la résolution : augmentation du nombre

de gènes étudiés et/ou diminution du nombre de cellules étudiées (de la population à la cellule

individuelle). Je présente, dans un premier temps, des approches sur des populations de cel-

lules, dites en bulks, et dans un second temps des approches à l’échelle de la cellule individuelle,

dites en “cellules uniques” (Wang et al., 2009).

Le Northern blot (Alwine et al., 1977), introduit en 1977, est la première technique standar-

disée pour l’analyse quantitative de l’expression des ARNm en bulks. Son principe repose sur

la séparation des ARNm grâce à leur charge magnétique (électrophorèse). Le signal obtenu

permet à la fois de détecter et de quantifier un ARNm spécifique, et d’en déterminer la taille.

Plus tard, en 1996, une autre technique plus précise, la RT-qPCR (reverse transcription quanti-

tative polymerase chain reaction) (Heid et al., 1996) est proposée pour analyser en bulks. Elle re-

pose sur la transcription inverse (reverse transcription, RT) de l’ARNm en ADN complémentaire

(ADNc), suivie d’une amplification par PCR (des réactions polymerases6 en chaîne) et d’une

quantification à l’aide de la fluorescence. Elle permet de détecter des transcrits rares à par-

tir de quantités infimes d’ARNm, mais elle reste limitée à un petit nombre de gènes analysés

simultanément.

En parallèle, la méthode des puces à ADN (microarrays) (Schena et al., 1995) s’applique à

plus grande échelle et permet une analyse simultanée de l’expression de milliers de gènes. Le

principe consiste à transcrire de façon inverse des ARNm cibles en ADNc marqués par fluores-

cence. Les ADNc marqués sont ensuite mis en contact sur une lame de verre avec des milliers

de sondes, c’est ce qu’on appelle l’hybridation. Les ADNc et les sondes créent un complexe qui

est scanné à très haute résolution pour le signal des longueurs d’ondes des marqueurs fluores-

cents. L’intensité du signal à chaque spot reflète le niveau d’expression du gène correspondant.

Dans ce manuscrit, je présente deux des méthodes en cellule unique qui, comme leur nom

l’indique, donnent des informations pour chaque cellule individuellement. Car l’effet de popula-

tion peut brouiller les événements individuels, voire induire un paradoxe de Simpson (Simpson,

1951), c’est-à-dire une tendance inverse à la tendance réelle. Comme le montrent Richard et

al. (2016), contrairement aux données d’expression génique populationnelles, les données en

cellule unique ont révélé une forte variabilité intercellulaire, masquée par l’effet de masse.

La cytométrie en flux (Bonner et al., 1972; Hulett et al., 1969) est uneméthode utilisée depuis

la fin des années 60 qui permet de trier les cellules. Le principe consiste à introduire un échan-

6Les polymérases sont des enzymes actrices de la transcription, qui assurent la synthèse d’un brin d’ADN ou ARN.
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tillon de cellules dans un tube étroit, ce qui permet l’isolement individuel des cellules. Un laser

traverse le tube, atteignant chaque cellule. La réflexion de la lumière laser est étudiée en fonc-

tion de la longueur d’onde (Shapiro, 2003). Les marqueurs de surface ne réfléchissent pas la

même longueur d’onde. La fonction biologique des marqueurs de surface n’est pas centrale,

dans ce cadre, ils servent uniquement à identifier les différents types cellulaires (Goodwin et al.,

2020) ; par exemple, le marqueur CD34 est couramment utilisé pour isoler les cellules souches

hématopoïétiques (Ikuta & Weissman, 1992; Kiel et al., 2005; Oguro et al., 2013; Okada et

al., 1992; Osawa et al., 1996) (Figure 1.2). Cette méthode permet ainsi de classer les cel-

lules et d’identifier les étapes de différenciation, caractérisées par l’expression d’un marqueur

de surface ou d’une combinaison de marqueurs (De Rosa et al., 2001; Lacombe et al., 2017;

Perfetto et al., 2004). Les expériences détaillées ci-dessus renvoient l’image d’un processus

de différenciation discret, comme représenté pour l’hématopoïèse dans la Figure 1.2, où les

cellules passent d’un état discret de différenciation à un autre.

En 2009, le séquençage ARN en cellules uniques (single Cell RNA sequencing, scRNA-seq)

(Tang et al., 2009) est développé. Cette expérience fournit des données à haute résolution

permettant de caractériser les états cellulaires et d’observer les transitions entre eux (Trapnell,

2015) (Figure 1.4). Le principe est que, pour chaque cellule individuellement, on mesure l’ex-

pression des gènes ou le transcriptome à un temps donné, avec du séquençage. Pour cela, les

cellules sont extraites d’un milieu et isolées dans des compartiments individuels à l’aide de la

microfluidique à base de gouttelettes (Klein et al., 2015; Macosko et al., 2015). D’un point de vue

moléculaire, les ARNm sont extraits et transcrits inversement (reverse transcript) en ADNc par

une rétrotranscriptase. Ils sont ensuite amplifiés (Huang et al., 2018; Wang & Navin, 2015), puis

séquencés en reads (Macosko et al., 2015). Les reads sont alignés sur un génome de référence

(Dobin et al., 2013). La quantité d’ARNm d’un gène séquencé correspond à son niveau d’expres-

sion. On obtient alors une matrice de N𝑛×𝐺 de transcrits, où 𝑛 est le nombre de cellules et 𝐺 le

nombre de gènes. Cette matrice est un échantillon discret de la distribution à un instant donné,

appelé un snapshot (Weinreb et al., 2018). De plus, les lignes de la matrice sont indépendantes

(les cellules sont indépendantes entre elles par hypothèse).

Contrairement à la cytométrie en flux (Shapiro, 2003), l’extraction d’information nécessite

la lyse des cellules, ce qui rend impossible de suivre ce processus au cours du temps, dans

l’écrasantemajorité des cas7. Le scRNA-seq nous donne, à unmoment donné, pour desmilliers

de cellules individuellement, l’information sur la quantité demolécules d’ARNmpour desmilliers

de gènes (Klein et al., 2015; Macosko et al., 2015; Tanay & Regev, 2017; Wilbrey-Clark et al.,

2020). L’expérience est largement utilisée depuis une quinzaine d’années et a démontré sa

précision (Jovic et al., 2022; Svensson et al., 2018).

7Il existe une technologie spectrale qui ne lyse pas les cellules et que je discuterai dans le Chapitre 3 (Kobayashi-
Kirschvink et al., 2024).
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Figure 1.4. Schéma du protocole de l’expérience du scRNA-seq, d’après la figure de Bawa et al.
(2022). Ce protocole comprend l’isolation cellulaire, l’extraction d’ARN, la synthèse d’ADNc par
transcriptase inverse, le séquençage de cellules uniques et l’établissement du profil d’expres-
sion.

1.4 Modélisation de la différenciation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Comme l’explique Pujo-Menjouet (2016), en parallèle des découvertes biologiques sur les con-

naissances sur la différenciation, les biologistes ouvrent ou renforcent les collaborations, no-

tamment avec les mathématicien.ne.s. Dans cemanuscrit, je me concentre sur la modélisation

de deux processus de différenciation, l’hématopoïèse et l’embryogenèse “normales”, dans le

sens non-pathologique, mais il existe beaucoup de modèles dans le cas pathologique (Her-

mange et al., 2022; Iwasa, 2023).

L’histoire de la modélisation mathématique de la différenciation cellulaire commence dans

les années 1960, avec par exemple la modélisation cinétique des globules rouges (Kirk et al.,

1968) ou un modèle de régulation génique booléen pour étudier le phénomène de différencia-

tion (Kauffman, 1969). Je regarde l’histoire des modèles sous plusieurs prismes : leur carac-

tère déterministe, la prise en compte de la stochasticité et la prise en compte de la continuité

du processus de différenciation. Je cherche à présenter l’éventail de la modélisation de la dif-

férenciation, sans chercher à être exhaustive.
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1.4.1 Modélisation déterministe de la différenciation

Les premières formalisations mathématiques reposent sur des équations différentielles ordi-

naires (EDO). Avec l’exemple de l’hématopoïèse, la représentation en arbre de différenciation

est courante, ce qui suggère un processus déterministe et discret où les cellules passent d’un

stade de différenciation à l’autre par étapes bien définies (Figure 1.2). Ainsi, des modèles com-

partimentaux ont été proposés, où chaque compartiment homogène représente un stade de

différenciation et le passage d’un compartiment à l’autre représente la différenciation. Les dy-

namiques cellulaires sont modélisées par des EDO, comme par exemple le modèle non linéaire

de Marciniak-Czochra et al. (2008).

Desmodèles proposés à la fin des années 70 (Mackey & Glass, 1977; Ważewska-Czyżewska

& Lasota, 1976), et qui ont inspiré d’autres travaux plus récents (Crauste, 2009), reposent sur une

équation différentielle à retard, c’est-à-dire une équation reliant les variations au cours du temps

𝑡 d’une certaine variable, ici respectivement la quantité de globules rouges et de globules blancs

en circulation, à ses valeurs prises à un instant antérieur 𝑡 − 𝜏. Les équations différentielles

à retard permettent de prendre en compte le temps nécessaire aux cellules souches pour se

différencier en cellules matures (Bélair et al., 1995) ou le temps de la division cellulaire (Adimy

et al., 2015).

Une troisième approche déterministe utilise des équations aux dérivées partielles (EDP), for-

malisées par exemple, pour l’hématopoïèse par Doumic et al. (2011). Ces modèles peuvent

permettre d’incorporer une dimension spatiale (Eymard et al., 2014), pouvant être parfois cou-

plée à des méthodes de contrôle optimal (Dupuis, 2014). La modélisation de la morphogenèse

embryonnaire par des systèmes EDP dits de réaction-diffusion, hérités des travaux de Turing

(1953), constitue également un pan important de la modélisation déterministe du développe-

ment (Maini & Baker, 2012).

1.4.2 Modélisation stochastique de la différenciation

Comme introduit dans la section 1.2, la stochasticité de l’expression des gènes a pu être con-

sidérée comme du bruit et non une information (Kaern et al., 2005). Dans cette sous-section,

je décris des modèles qui prennent en compte la stochasticité du processus de différenciation.

Je présente des exemples de processus de Markov, de modèle non markovien, de modèle de

Markov caché, de modèle à bases d’agents, de modèles couplés et de modèle d’équations dif-

férentielles stochastiques (EDS).

La première approche stochastique pour décrire la prolifération des cellules souches est in-

troduite par Till et al. (1964) en 1964, avec un processus de Markov de type naissance-mort ;

on constate que cette approche apparaît au même moment, voire un peu plus tôt, que les mod-

èles déterministes mentionnés dans la section précédente. Armond et al. (2014) modélisent
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les transitions entre états cellulaires, les auteurs proposent un cadre mathématique s’appuyant

sur les chaînes de Markov pour décrire les probabilités de passage d’un sous-type à l’autre.

Les chaînes de Markov sont un ensemble d’états finis et discrets et une matrice de transition

qui donne la probabilité de transition d’un état à un autre. La propriété qui rend un processus

markovien est que la probabilité de transition ne dépend que de l’état actuel, et non de l’his-

torique global.

Udomlumleart et al. (2021) ont montré quant à eux que les lignées de cellules souches em-

bryonnaires présentent des transitions d’état non markoviennes, c’est-à-dire que la probabilité

de transition ne dépend pas seulement de l’état présent mais de tout l’historique cellulaire an-

térieur. Cette propriété biologique est connue sous le nom de la mémoire cellulaire.

Stumpf et al. (2017) ont proposé un modèle non markovien et stochastique pour la différen-

ciation des cellules souches embryonnaires le long de la lignée neuronale : en profilant l’expres-

sion génique de cellules individuelles, ils identifient une chaîne d’états moléculaires cachés que

chaque cellule traverse séquentiellement, conférant ainsi à la cellule une forme de mémoire de

sa progression le long de la trajectoire de différenciation. Ces états cachés sont formalisés

par un modèle de Markov caché, dont les dynamiques observables sont non markoviennes. La

même logique d’états cachés est employée différemment par Catlin et al. (2001) en 2021, qui

développent un processus de Markov caché pour l’hématopoïèse où la dynamique interne des

compartiments de cellules souches demeure inobservable : seule la production de cellules ma-

tures est accessible, et les paramètres du modèle sont inférés à partir de ces seules variables

observables.

Dans les modèles à base d’agents et les modèles multi-agents, une cellule peut être mo-

délisée comme un agent qui évolue au sein d’une population (Bernard et al., 2024; Bessonov

et al., 2006; d’Inverno & Saunders, 2004; Nguyen et al., 2024; Roeder et al., 2008). Ces mo-

dèles sont un mélange d’équations déterministes et stochastiques, le modèle résultant étant

généralement stochastique, visant à décrire soit le mouvement d’une cellule, soit ses interac-

tions avec l’environnement cellulaire interne et externe, soit les interactions entre un groupe de

cellules dans la mœlle osseuse. Cette approche a été appliquée à l’embryogenèse, en simulant

les interactions mécaniques et moléculaires (Glen et al., 2019; Nissen et al., 2017). Une ap-

proche multi-agents sur la différenciation, prolifération, mort des cellules T CD8 est proposée

avec le logiciel Simuscale qui considère que les agents sont des cellules et au sein de chaque

agent le GRN est implémenté avec un processus deMarkov déterministe par morceaux (PDMP)

(Bernard et al., 2024; Nguyen et al., 2024) ; je présente en détail ce PDMP dans la section 1.7.

Le couplage de modèles déterministes et stochastiques est largement utilisé pour l’étude

de lignées cellulaires et porte principalement sur le déclenchement des transitions entre les

états cellulaires et l’intégration de la dynamique moléculaire au sein de la population, pour l’hé-

matopoïèse (Glauche et al., 2007; Roeder & Glauche, 2006; Roeder et al., 2005) et pour l’em-
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bryogénèse (Task et al., 2012). Certains modèles considèrent que la transition entre les états

de différenciation est induite par la stochasticité ou forcée entre des états attracteurs (Chang

et al., 2008; Furusawa & Kaneko, 2012; Richard et al., 2016). Fisher et al. (2012) couplent des

approches déterministes (EDO et EDP) avec des approches discrètes et stochastiques, notam-

ment en intégrant l’aspect spatiale de l’érythropoïèse.

Enfin, je mentionne des modèles mathématiques stochastiques où la différenciation est or-

chestrée par un GRN (Bessonnard et al., 2014; Dunn et al., 2014; MacArthur et al., 2008; 2009;

Tosenberger et al., 2017). MacArthur et al. (2009) ont utilisé la stochasticité dans un mo-

dèle de GRN décrit par unmodèle d’équations différentielles stochastiques pour modéliser les

transitions entre les états de différenciation. Tosenberger et al. (2017) ont identifié des gènes

déterminants dans la différenciation embryonnaire chez la souris. Ils ont modélisé des cellules

en différenciation par l’activité des gènes avec un système d’EDO auquel ils ajoutent un saut

stochastique qui implémente l’amplification aléatoire d’un signal, donnant lieu, entre autre, à la

division.

Certains modèles stochastiques modélisent la stochasticité de l’expression des gènes mais

ne prennent toutefois pas en compte la différenciation cellulaire comme un processus continu.

La sous-section suivante est dédiée auxmodélisations continues de la différenciation cellulaire.

1.4.3 Modélisation continue de la différenciation

Avec l’arrivée de la technologie du scRNA-seq, on observe un passage à une vision continue de

la différenciation (Girard et al., 2026; Laurenti & Göttgens, 2018). Dans cette section, je présente

des modèles qui peuvent être stochastiques ou déterministes et je me concentre sur leur capa-

cité à modéliser un phénomène continu. La métaphore du paysage de Waddington (Figure 1.1)

propose que le processus de différenciation soit considéré comme un phénomène dynamique,

continu et aléatoire (Waddington, 1957). Dans cette représentation, la différenciation n’est plus

un saut discret entre états pré-définis mais une trajectoire continue dans un espace de (grande)

dimension (Laurenti & Göttgens, 2018).

Laurenti et Gottgens (2018) discutent de la remise en cause du modèle hiérarchique strict au

profit d’un processus plus continu, plus en adéquation avec le paysage deWaddington. Ils iden-

tifient que la modélisation en arbre reposait largement sur l’analyse de populations cellulaires

prédéfinies par des marqueurs de surface, ce qui masquait l’hétérogénéité réelle des cellules

individuelles.

Pour modéliser ce continuum pour l’hématopoïèse, des approches ont été proposées telles

que : des modèles de marche aléatoire dans l’espace des états cellulaires (Haghverdi et al.,

2016) ou des analyses statistiques de type pseudo-temps. Le pseudo-temps est une unité de

mesure abstraite qui permet d’ordonner les cellules selon leurs degrés de différenciation (Trap-
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nell et al., 2014).

Pour modéliser ce continuum pour l’embryogenèse, conformément au paysage de Wadding-

ton, des études cherchent à représenter graphiquement la différenciation des données scRNA-

seq. Parmi celles-ci, Fard et al. (2016) appliquent les réseaux de Hopfield 8 à des cellules

souches embryonnaires humaines endifférenciation, interprétant les attracteurs du réseau comme

des types cellulaires stables.

Shi et al. (2020) s’appuient sur l’entropie des chaînes deMarkov avec entre autre les données

de Semrau et al. (2017) que nous avons aussi étudiées (voir section 1.8.5 et Chapitre 2). L’en-

tropie est une notion centrale dansmon travail de thèse que je définis dans la section 1.5.3 ; elle

est essentielle dans la méthode d’inférence que je propose et je m’en sers aussi comme d’un

outil pour étudier la différence entre deux processus. Shi et al. (2020) reconstruisent le paysage

de Waddington en intégrant le profil scRNA-seq avec un réseau d’interaction de protéines, dont

les transitions sont estimées avec l’entropie des chaînes de Markov.

Dans le contexte de l’embryogenèse, Saez et al. (2022) mobilisent la théorie des catastro-

phes pour modéliser les bifurcations de destin cellulaire dans un cadre continu : les singular-

ités du paysage de Waddington correspondent à des bifurcations mathématiques au sens de

la théorie de Thom (Arnol’d et al., 1989; Thom, 1989). D’un point de vue dynamique, les vallées

du paysage sont assimilées aux bassins d’attraction d’un système d’équations différentielles

(Huang, 2010), permettant d’ancrer rigoureusement la métaphore de Waddington dans un for-

malisme mathématique. Des approches de paysage permettent, en outre, de relier la topologie

du réseau de régulation génique aux transitions de lignage observées expérimentalement.

On pourra noter qu’aucune de ces études n’examine directement le mécanisme cellulaire qui

génère de la stochasticité à l’échelle du gène, contrairement à la méthode que j’introduis dans

ce travail (Chapitre 2).

Dans la sous-section précédente, j’ai présenté desmodèles d’EDO et desmodèles d’EDSmais

qui ne prenaient pas en compte la continuité du processus de différenciation. Pujadas et Fein-

berg (2012) proposent, dès 2012, un modèle d’EDS pour modéliser l’embryogenèse de façon

continue, expliquant que la stochasticité de l’expression est régulée et non subie, comme le

suggérait Waddington et illustré avec la Figure 1.1B.

Dans l’idée d’étudier la différenciation comme un phénomène stochastique et continu, une

branche se développe : l’inférence, présentée dans la section 1.5.

1.5 Inférence pour un processus de différenciation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Je rappelle que la technologie de séquençage ARN en cellules uniques est destructive, il est

donc impossible de suivre l’évolution temporelle de l’expression des gènes d’une même cellule

8Un réseau avec un formalisme emprunté à la physique statistique des systèmes magnétiques (Hopfield, 1982).
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Figure 1.5. Représentation de quatre cellules dans l’espace d’expression de deux gènes lors de
deux expériences à deux temps, 𝑡1 et 𝑡2. Les indices des cellules sont propres à chaque temps.
On se demande comment les cellules vont évoluer entre les deux temps.

lors d’une expérience utilisant cette technologie. Or je cherche précisément à la reconstruire. La

méthode consistant à estimer des propriétés d’une population ou d’un tissu à partir de l’observa-

tion d’un échantillon (de petite taille) s’appelle l’inférence. Dans ce travail, j’utilise une méthode

d’inférence pour estimer une évolution temporelle à partir de mesures indépendantes.

L’inférence à laquelle je m’intéresse se base sur l’étude des snapshots de scRNA-seq pour re-

constituer l’évolution continue du phénomène de différenciation (Saelens et al., 2019; Trapnell,

2015). C’est comme si on voulait reconstituer le film à partir d’une série de photos ordonnées,

mais avec des acteur.ice.s différent.e.s, et peut-être même des décors différents (Figure 1.5).

1.5.1 État de l'art des méthodes d'inférence

L’inférence ne prend pas toujours l’aspect stochastique de la différenciation en compte. En

2014, Bendall et al. (2014) proposent un algorithme d’inférence de trajectoires, basé sur la cons-

truction de graphes des 𝑘 plus proches voisins, qui, à partir de l’expression d’une vingtaine de

marqueurs en cytométrie, reconstruit la trajectoire de développement d’une lignée hématopoié-

tique. Plus récemment, Saelens et al. (2019) ont répertorié desméthodes d’inférence à partir de

données scRNA-seq. Il existe desméthodes basées sur des graphes, commeMonocle (Trapnell

et al., 2014), TSCAN (Ji & Ji, 2016) ou Slingshot (Street et al., 2018), d’autres sur des modèles

probabilistes comme GPfates (Lönnberg et al., 2017) et CellRouter (Lummertz da Rocha et al.,

2018), ou se basant sur des méthodes de machine learning (Hashimoto et al., 2016).

Monocle (Trapnell et al., 2014) combine une réduction de dimension non-linéaire et un ordon-

nancement des cellules le long d’une trajectoire. Cette méthode introduit la notion de pseudo-

temps : une organisation abstraite des cellules qui reconstitue le processus de différenciation.
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Ce concept est revisité avec de la marche aléatoire pour développer la “diffusion pseudo-time”

(Haghverdi et al., 2016), ou amélioré avec Slingshot (Street et al., 2018) et TSCAN (Ji & Ji, 2016)

qui utilisent le clustering cellulaire et connectent les clusters. Les méthodes de pseudo-temps

sont aujourd’hui remplacées par desméthodes de “RNA velocity’’ qui mesurent l’abondance des

ARNm épissés versus non épissés, ce qui peut permettre de prédire l’état transcriptionnel des

cellules (La Manno et al., 2018), avec notamment ScVelo (Bergen et al., 2020).

Parmi les méthodes probabilistes, GPfates (Lönnberg et al., 2017) modélise des trajectoires

cellulaires dans un espace réduit par une analyse en composantes principales (ACP), en con-

sidérant un processus gaussien latent et en supposant que les cellules évoluent de manière

continue. CellRouter (Lummertz da Rocha et al., 2018) modélise un réseau de flux ; la méthode

cherche le chemin le plus probable entre un état de départ et un état final.

1.5.2 Les pionniers de l'inférence avec le transport optimal (Waddington-OT) et ceux qui s'en

sont inspirés

Le Transport Optimal (OT) est utilisé pour la première fois dans l’inférence de trajectoires par

Schiebinger et al. (2019).

Le transport optimal a été à l’origine développé par Monge (1781) pour redistribuer la terre

entre des déblais et des remblais, qu’il imagine comme des distributions de terre à transporter.

Plus tard, en 1942, Kantorovich généralise le problème en introduisant la minimisation du coût

du transport. On parle alors du problèmedeMonge-Kantorovich ou du transport optimal quadra-

tique, car le coût utilisé est généralement la distance euclidienne au carré (Kantorovich, 1942;

Peyré & Cuturi, 2019a).

Le problème deMonge-Kantorovich admet également une formulation dynamique, proposée

par McCann (1997), qui prend en compte la trajectoire complète du système et non seulement

ses positions initiales et finales. On peut modéliser l’évolution d’une mesure au cours du temps

comme un chemin minimal sur un champ vectoriel dépendant du temps, ou selon le gradient

d’un potentiel convexe, appelé plan de Brenier ou Brenier map (Benamou & Brenier, 2000).

Ensuite, une variante a été proposée : le transport optimal entropique, dans lequel le coût à

minimiser inclut un terme de régulation entropique (Cuturi, 2013).

Le transport optimal entropique peut alors être résolu grâce à l’algorithmedeSinkhorn (Sinkhorn,

1967). L’algorithmedeSinkhorn a été introduit à l’origine pour résoudre le problèmedeSchrödinger ;

je présente le problème de Schrödinger et l’algorithme de Sinkhorn dans la section 1.5.3.

Schiebinger et al. (2019) proposent l’algorithmeWaddington-OT (Waddington Optimal Trans-

port). Leurs travaux amènent une vision probabiliste, qui permet de capturer des dynamiques,

telles que des bifurcations dans les trajectoires. Ils considèrent le problème à l’échelle de la

population mais en tenant compte de l’individualité des cellules. Ils étudient des fibroblastes
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d’embryons de souris reprogrammés en cellules souches pluripotentes, analysés par scRNA-

seq pendant 18 jours. Les cellules sont représentées comme des points dans un espace multi-

dimensionnel, appelé “espace d’expression des gènes’’, où le nombre de dimensions correspond

au nombre de gènes étudiés (un exemple pour deux gènes est illustré en Figure 1.5) (Huang,

2010). Les cellules sont positionnées dans cet espace d’expression des gènes en fonction

de l’expression de chaque gène. Ainsi, l’idée est, pour chaque cellule et à chaque temps, de

dessiner une distribution de probabilité dans l’espace des gènes, puis de reconstruire, avec la

théorie du transport optimal, la distribution la plus probable d’origine et de destin cellulaires.

Schiebinger et al. (2019) développent Waddington-OT pour étudier un processus de différen-

ciation, à partir de 315 000 cellules. Ils utilisent le transport optimal quadratique régularisé in-

troduit par Chizat et al. (2018), dans un espace d’expression des gènes réduit par une analyse

en composantes principales (ACP). Dans cet espace réduit, ils supposent que les cellules ne se

déplacent pas beaucoup entre deux temps proches. Waddington-OT suppose que les cellules

se déplacent de façon diffusive dans l’espace d’expression des gènes réduit. Ces travaux con-

sidèrent 1 492 gènes initialement, après la réduction en ACP, ils se placent généralement en 30
dimensions.

D’autres équipes vont s’inspirer de ces travaux et appliquer le transport optimal aux données

scRNA-seq (Bunne et al., 2024; Jiang et al., 2022; Lange et al., 2024; Lavenant et al., 2024;

Liu et al., 2020; Lotfollahi et al., 2023; Prasad et al., 2022; Sha et al., 2023; Tong et al., 2020;

Tronstad et al., 2025; Yachimura et al., 2024; Zhu et al., 2025). La plupart vont aussi utiliser la

distance euclidienne au carré pour le transport optimal, équivalent du processus diffusif dans le

problème de Schrödinger. Intuitivement, on peut imaginer qu’un processus diffusif va avoir du

mal à capter des déplacements dans l’espace d’expression des gènes quand ceux-ci obéissent

à des modèles Bursty. Je vais vérifier cette intuition dans cette thèse.

Avec gWOT, Lavenant et al. (2024) ont adopté un processus de drift-diffusion pour inférer

les trajectoires. gWOT reconstruit les trajectoires cellulaires en modélisant le transport optimal

régularisé par une EDS, ce qui peut être interprété comme le processus de référence du pro-

blème de Schrödinger. Même si une critique du simple processus diffusif est formulée, le drift

diffusif ne tient toujours pas compte de la dynamique des gènes.

Certains travaux s’éloignent de la diffusion et de la distance euclidienne, mais surtout pour

ajouter d’autres informations aux données scRNA-seq, telles que la lignée cellulaire (Lange et

al., 2024; Majima et al., 2024), la co-expression de certains gènes (Du et al., 2019), la spatialité

(Klein et al., 2025) ou, plus largement, considèrent des données multi-omiques (Samaran et al.,

2026). Par exemple, l’algorithme moslin (Lange et al., 2024) se penche sur le transport dans

l’espace des phénotypes tout en respectant les relations de lignée entre les cellules. Pour cela,

il minimise le coût entre deux matrices de coût : l’une, basée sur les distances euclidiennes au
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carré des données scRNA-seq, et l’autre, basée sur les distances de Hamming 9 pour traiter les

informations des lignées cellulaires.

Néanmoins, certaines méthodes prennent en compte un autre coût dans le transport op-

timal. Par exemple, Liu et al. (2020) ont critiqué l’utilisation de la distance euclidienne et ont

proposé une implémentation d’une fonction de coût apprise, basée sur l’algorithme de Sinkhorn

(Sinkhorn, 1967). Cependant, ils n’utilisent pas la théorie du transport optimal pour inférer les

trajectoires cellulaires ; ils se concentrent plutôt sur l’alignement de jeux de données scRNA-

seq. De plus, le coût appris n’est pas interprétable, une propriété partagée par les méthodes de

calcul fondées sur le machine learning.

Afin de réduire le coût de calcul et d’améliorer l’interprétabilité, scEGOT (Yachimura et al.,

2024) combine le transport optimal avec un graphe d’états cellulaires. En ajoutant une distribu-

tion de mélange gaussien aux coordonnées de chaque cellule, scEGOT permet de considérer

des groupes de cellules plutôt que des cellules individuelles. Le mélange gaussien rend les ré-

sultats interprétables,mais ses objectifs diffèrent clairement des nôtres, car les auteurs utilisent

la distance euclidienne entre distributions gaussiennes pour inférer les trajectoires, s’appuyant

une fois de plus sur une approche standard, c’est à dire desméthodes de transport optimal avec

la distance euclidienne.

Il est important de mentionner d’autres méthodes qui recourent au machine learning ou au

deep learning. Leur objectif est d’apporter des améliorations aux méthodes existantes, par ex-

emple : sur le temps de calcul et la précision (Prasad et al., 2022), sur la complexité (Huguet

et al., 2023), sur les paramètres de croissance et de mort des cellules (Sha et al., 2023), ou sur

une réponse aux perturbations (Bunne et al., 2023; Lotfollahi et al., 2023), mais qui s’éloignent

de nos enjeux.

Dans la prochaine sous section, je présente le problème de Schrödinger qui est très proche

de la théorie du transport optimal. Mon objectif est de résoudre le problème de Schrödinger en

prenant en compte une dynamique d’expression des gènes réaliste.

1.5.3 Problème de Schrödinger

Introduit en 1932, le problème de Schrödinger est un problème de minimisation de l’entropie

avec des contraintes marginales et un processus de référence fixe (Schrödinger, 1932). L’ob-

jectif est de déterminer un couplage optimal entre deux distributions : une distribution initiale,

notée 𝜇, et une distribution finale, notée 𝜈. Pour reprendre la métaphore de la section 1.5 : l’in-

férence de trajectoire peut être métaphorisée comme la reconstitution d’un film à partir d’une

série de photos ordonnées. Dans cette métaphore, le processus de référence est le scénario

de référence, et la résolution du problème est d’identifier un scénario qui est le plus proche du

9La distance de Hamming permet de quantifier la différence entre deux séquences de symboles (Hamming, 1950)
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scénario de référence en prenant en compte les photos.

Le couplage nous dit comment associer les distributions de départ et d’arrivée, alors que le

processus décrit comment les distributions ont évolué entre le départ et l’arrivée.

Je détaille les éléments de la définition du problème de Schrödinger. Soient (𝑥1, … , 𝑥𝑁) ∈ 𝜇
et (𝑦1, … , 𝑦𝑁) ∈ 𝜈 des niveaux d’expression des gènes, respectivement aux instants demesure

𝑡1 et 𝑡2 , mesurés par la quantité d’ARNm ou de protéines dans la suite. On note Π et Ψ, deux

espaces discrets et finis tels que Π = (𝑥1, … , 𝑥𝑁) et Ψ = (𝑦1, … , 𝑦𝑁). Le problème de

Schrödinger s’appuie sur:

• Un processus de référence, noté 𝑅, tel que 𝑅 ∈ 𝒫(Π × Ψ) où 𝒫(Π × Ψ) est l’ensemble

desmesures de probabilité surΠ×Ψ. Il joue le rôle de référence pour laminimisation, tout

comme la fonction de coût dans le transport optimal. Il permet d’orienter la minimisation

parmi toutes les trajectoires ayant des marginales initiales et finales, 𝜇 et 𝜈.

• L’entropie relative, notée 𝐻, d’un processus 𝑄 avec un processus de référence 𝑅, définie

par :

𝐻(𝑄|𝑅) = ∑
𝑖𝑗

𝑄𝑖𝑗 log(
𝑄𝑖𝑗

𝑅𝑖𝑗
) , (1.1)

que j’appellerai juste “entropie” par la suite. Elle peut aussi se nommer divergence de

Kullback–Leibler de 𝑄 à partir de 𝑅. L’entropie est un outil dont je me servirai pour sa

propriété de divergence dans les Résultats du Chapitre 2.2 ;

• Des contraintes marginales, qui sont des vecteurs, notés 𝑢 ∈ 𝒫(Π) et 𝑣 ∈ 𝒫(Ψ), qui
permettent d’attribuer un poids aux éléments des distributions 𝜇 et 𝜈.

On écrit le problème de Schrödinger comme :

𝑆𝑐ℎ(𝑅; 𝑢, 𝑣) = argmin
𝑄∈𝒫(Π×Ψ)

{𝐻(𝑄|𝑅); ∀𝑖, 𝑢𝑖 = ∑
𝑗

𝑄𝑖𝑗, ∀𝑗, 𝑣𝑗 = ∑
𝑖

𝑄𝑖𝑗} . (1.2)

L’équation (1.2) est un problèmedeminimisation entropique par rapport au processus de référence

𝑅 en respectant les contraintes marginales 𝑢 et 𝑣.
Le problème de Schrödinger peut être résolu grâce l’algorithme de Sinkhorn. Il s’agit d’un

algorithme itératif qui fournit rapidement une solution approchée. Pour cela, l’algorithme est

initialisé avec une matrice issue d’un processus de référence ainsi que deux vecteurs margi-

naux. De manière itérative, en partant de la matrice, l’algorithme cherche à se rapprocher de

l’une des deux marginales, puis de l’autre, jusqu’à convergence vers une solution, comme illus-

tré dans la figure 1.6. Je le décris en détail sous forme de pseudo-code dans l’encadré Algo-

rithme 1.1. À partir d’une matrice de couplage de référence 𝑅, et deux marginales, les vecteurs

𝑢 et 𝑣, l’algorithme de Sinkhorn trouve le couplage optimal avec une précision 𝜀.
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Figure 1.6. Représentation schématique de la résolution du problème de Schrödinger avec l’al-
gorithme de Sinkhorn, d’après la figure de Baradat et Ventre (2024). L’algorithme de Sinkhorn
(Algorithme 1.1) prend en entrée une matrice de couplage de référence 𝑅, et deux marginales,
les vecteurs 𝑢 et 𝑣. Il résout de façon itérative, en se rapprochant petit à petit des marginales
avec les 𝑎 et les 𝑏.

Algorithme 1.1 : Sinkhorn
Input : 𝑢 ∈ R𝑛 , 𝑣 ∈ R𝑚 , 𝑅 ∈ R𝑛×𝑚 , 𝜀 > 0
Output : Matrice de couplage optimal 𝑄

1 𝑢 ← 𝑢.reshape(𝑚, 1), 𝑣 ← 𝑣.reshape(𝑛, 1)
2 𝑎 ← 1𝑚 , 𝑏 ← 1𝑛
3 𝑃 ← diag(𝑎) ∗ 𝑅 ∗ diag(𝑏)
4 𝑝norm ← Tr(𝑃 T𝑃)
5 repeat
6 𝑎 ← 𝑢

max(𝑅 ∗ 𝑏, 10−300)
// pour éviter la division par zéro

7 𝑏 ← 𝑣
max(𝑅T ∗ 𝑎, 10−300)

8 𝑄 ← diag(𝑎) 𝑅 diag(𝑏)
9 if |(Tr(𝑄T𝑄) − 𝑝norm)/𝑝norm| < 𝜀 then

10 break
11 end
12 𝑝norm ← Tr(𝑄T𝑄)
13 until convergence
14 return 𝑄
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Le problème de Schrödinger utilise le plus souvent le mouvement brownien ou un processus

diffusif comme processus de référence. Historiquement, le problème de Schrödinger a été in-

troduit pour décrire le mouvement physique des particules. Un processus diffusif est souvent

utilisé comme processus de référence car il décrit des phénomènes physiques et a, de plus,

des propriétés pratiques pour la modélisation comme le fait que sa mesure de référence est

absolument continue ou que son noyau de transition est gaussien. Dans mon cadre d’étude,

l’utilisation d’un processus diffusif suggérerait que dans l’espace d’expression des gènes, les

cellules se déplaceraient de manière diffusive.

Aucun travail n’utilise directement le problème de Schrödinger pour l’inférence de trajectoire,

mais le problème de Schrödinger est lié au transport optimal : la solution du problème de

Schrödinger converge vers la solution du transport optimal quadratique lorsque le coefficient de

diffusion tend vers 0 et que le processus de référence est la loi jointe d’un Brownien réversible

avec un coefficient de diffusion donné entre deux temps (Christian, 2013; Mariani, 2018; Ripani,

2017).

Je vais chercher à définir un processus de référence qui prenne en compte la dynamique des

cellules dans l’espaces d’expression des gènes. De façon plus réaliste qu’un processus diffusif.

Pour cela, je vais présenter dans les prochaines sections comment je modélise l’activité d’un

gène puis d’un réseau de gènes afin de pouvoir construire un tel processus.

1.6 Modélisation d’un gène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Afin de mieux intégrer l’expression des gènes dans l’inférence des trajectoires des données

scRNA-seq, je zoome d’abord sur l’activité d’un gène. Dans les données scRNA-seq, on sait que

les snapshots suivent des distributions gamma ou Poisson-gamma (ou un mélange des deux)

(Albayrak et al., 2016), je cherche alors un modèle qui reproduit ces distributions caractéris-

tiques.

Le modèle de Peccoud et Ycart (1995) est inspiré de l’équation maîtresse de la chimie (CME)

qui décrit les réactions chimiques d’un système. En effet, l’expression d’un gène se résume à un

ensemble de réactions chimiques. Dans la revue de Boettiger (2013), de nombreux exemples de

modèles de gènes sont cités, dont celui de Sánchez et Kondev (2008), qui généralise le modèle

de Peccoud et Ycart (1995). En mathématiques, la dynamique temporelle des molécules, la

création et la dégradation, est décrite par des processus markoviens de type naissance-mort

(Boettiger, 2013). Dattani et Barahona ont proposé, en 2017, que le processus d’expression

génique soit décrit par un modèle à deux réactions : la création d’ARNm par le promoteur et la

dégradation de cet ARNm (Dattani & Barahona, 2017).

Lemodèle à deux états (Peccoud & Ycart, 1995; Raj et al., 2006; Suter et al., 2011), inspiré du

modèle introduit par Ko (1991), implémente la dynamique de l’ARNm. Il a la capacité àmodéliser
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A.

B.

Figure 1.7. Modèle de gène à deux états. A. Représentation schématique du modèle Bursty
pour un gène. La synthèse d’ARNm est activée de façon aléatoire à un taux 𝑘𝑜𝑛 , défini dans
(1.4), et la dynamique de l’ARNm (en orange) active la production des protéines (en bleu) avec un
taux 𝑠1. Les niveaux d’ARNm et protéines dégradent respectivement à des taux 𝑑0 et 𝑑1 , selon
le modèle (1.3), avec 𝑑0 << 𝑑1 (de l’ordre de 5 fois plus important). B. Exemple d’évolution
temporelle des niveaux de protéines (haut en bleu) et d’ARNm (bas en orange), dans une cellule
virtuelle.

l’expression d’un gène à l’échelle d’une cellule (Becskei et al., 2005; Raj et al., 2006; Raser &

O’Shea, 2004; Suter et al., 2011). Lemodèle à deux états décrit la création de l’ARN qui s’appuie

sur un promoteur qui peut être dans deux états, soit actif soit inactif (Coulon et al., 2013). Quand

le promoteur est inactif, il n’y a pas de synthèse d’ARNmet c’est son état le plus probable (Chong

et al., 2014; Larson, 2011). Le temps passé en état actif est court, ce qui produit des “bursts”

de courtes et intenses productions d’ARNm (Herbach et al., 2017). Ce modèle peut être décrit

comme un processus deMarkov déterministe parmorceaux (PDMP). Introduit par Davis (1984),

il est considéré comme un processus markovien hybride non-diffusif ; il a une composante

discrète et une composante continue etmodélise unmouvement déterministe ponctué de sauts

aléatoires.

Le régime où le taux d’inactivation du promoteur est largement supérieur aux taux d’activation

et de dégradation de l’ARN est celui qui est observé dans les expériences scRNA-seq (Albayrak

et al., 2016; Raj et al., 2006; Richard et al., 2016; Suter et al., 2011; Viñuelas et al., 2013), ce

qui permet une simplificationmathématique (Crudu et al., 2012). Cette simplification, introduite

par Herbach et al. (Herbach et al., 2017), aboutit à unmodèle dit “Bursty”. Un gène est modélisé
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par sa quantité d’ARNm et de protéines : l’ARNm est synthétisé par des bursts stochastiques et

est dégradé à un taux 𝑑0 et les protéines sont synthétisées à partir de l’ARNm à un taux 𝑠1 et

sont dégradées à un taux 𝑑1 (Figure 1.7A.).

Le modèle Bursty est caractérisé par une partie déterministe décrite par un système d’équa-

tions différentielles :
⎧{
⎨{⎩

𝑀̇(𝑡) = −𝑑0𝑀(𝑡),
̇𝑃 (𝑡) = 𝑠1𝑀(𝑡) − 𝑑1𝑃(𝑡),

(1.3)

où 𝑀(𝑡) est la quantité d’ARNm et 𝑃(𝑡) la quantité de protéines au temps 𝑡, et une partie

stochastique où le burst de l’ARNmsurvient à un taux 𝑘𝑜𝑛 , avec une hauteur suivant une loi expo-

nentielle à taux constant (Herbach, 2021; Ventre, 2021), comme illustré dans la figure 1.7B. . Le

modèle Bursty est choisi pour trois raisons : sa simplicité, il capture l’essentiel de la dynamique

avec peu de paramètres ; son réalisme, il reproduit les distributions observées expérimentale-

ment (Albayrak et al., 2016) ; et sa capacité à se coupler avec d’autres modèles Bursty pour

reproduire les réseaux de régulation génique (Section 1.7).

Il existe une variante possible dumodèle Bursty quimodélise uniquement les protéines (Fried-

man et al., 2006; Mackey et al., 2011; Pájaro et al., 2017), qu’on présente dans le chapitre 2.

1.7 Modélisation d’un réseau de régulation de gènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Comme introduit dans la section 1.2, les gènes sont organisés en réseaux de régulation génique,

notés GRN.

Kauffman (1969), dans son article fondateur de 1969, modélise le GRN par un réseau booléen

où chaque gène est un nœud binaire, les règles d’interaction sont des fonctions logiques, et les

attracteurs du réseau correspondent aux types cellulaires. Davidson et al. (2002) proposent

que le GRN soit vu comme un graphe dirigé, où les gènes sont représentés par des nœuds et

les arrêtes dirigées représentent l’action d’activation ou d’inhibition d’un gène envers un autre

(ou lui même). Dibaeinia et Sinh proposent SERGIO qui intègre la structure du GRN (Dibaeinia

& Sinh, 2020), mais ne retrouve pas la distribution gamma ou Poisson-gamma (ou un mélange

des deux), caractéristique des distributions de l’expression d’un gène (Albayrak et al., 2016;

Chen & Mar, 2018; Mar, 2019).

Ici, je garde ce formalisme des graphes dirigés mais les nœuds ne sont plus binaires et pren-

nent en compte des quantités d’ARNm. Je présente comment le couplage demodèles de gènes,

le modèle Bursty (1.3) crée un réseau de gènes dynamique.

On définit 𝜃 = {𝜃𝑗𝑖}𝑗,𝑖∈1,…,𝐺 , où 𝐺 est le nombre de gènes du GRN, la matrice d’interaction

entre les gènes, où 𝜃𝑗𝑖 désigne l’intensité de l’action du gène 𝑗 sur le gène 𝑖 (Herbach et al., 2017).
Les paramètres 𝜃𝑗𝑖 peuvent être positifs ou négatifs, selon que le gène 𝑗 active ou inhibe le gène
𝑖. Un “burst” survient pour un certain gène 𝑖 à un taux 𝑘𝑜𝑛,𝑖(𝑃1, … , 𝑃𝐺), où (𝑃1, … , 𝑃𝐺) est le
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A. B.

Figure 1.8. Exemple deGRN.A.Schémad’unGRNà deux gènes, 1 et 2, où le gène 1 s’auto-active
et active le gène 2 (flèches vertes). B. Trajectoire d’une cellule dans l’espace des protéines, qui
commence à 𝑡1 en violet et finit à 𝑡2 en vert.

vecteur des niveaux de protéines de tous les gènes du GRN. On définit, pour le gène 𝑖 (Herbach,
2021) :

𝑘𝑜𝑛,𝑖(𝑃1, … , 𝑃𝐺) =
𝑘0,𝑖 + 𝑘1,𝑖 exp(𝛽𝑖 + ∑𝐺

𝑗=1 𝜃𝑗𝑖𝑃𝑗)

1 + exp(𝛽𝑖 + ∑𝐺
𝑗=1 𝜃𝑗𝑖𝑃𝑗)

, (1.4)

où 𝛽𝑖 est l’activité basale du gène 𝑖, et 𝑘0,𝑖 et 𝑘1,𝑖 sont, respectivement, les fréquences mi-

nimales et maximales d’un burst du gène 𝑖. Le modèle de GRN se compose de PDMPs cou-

plés : chaque gène est modélisé par un PDMP, et les taux 𝑘𝑜𝑛 de chaque PDMP dépendent

des niveaux de protéines des autres gènes du réseau, ce qui traduit leurs interactions régulatri-

ces. Le modèle de GRN peut être simulé de façon exacte, pour un GRN donné grâce au paquet

Python HARISSA (Gaillard & Herbach, 2025; Herbach, 2021) ; des illustrations de la simulation

sont présentées dans la figure 1.7B. et dans le prochain chapitre, dans la figure 2.10.

L’action des gènes les uns sur les autres influe sur les trajectoires des cellules dans l’espace

d’expression génique. Je prends pour exemple un GRN à 2 gènes, où le gène 1 active le gène

2 (Figure 1.8A). Dans l’espace d’expression des gènes, une cellule qui exprime le gène 1, se
déplace sur l’axe des abscisses. Puis, dû à la structure du GRN, l’expression du gène 1 va ac-

tiver l’expression du gène 2, et ainsi la cellule va se décoller de l’axe des abscisses. Ses deux

gènes sont exprimés et comme on le voit sur la Figure 1.8B., la cellule finit sa trajectoire dans le

coin en haut à droite. Cela montre que même des interactions simples peuvent engendrer des

trajectoires non linéaires.
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1.8 Méthodologie de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dans cette section, je présente la construction de la méthode implémentée, appellée méthode

d’inférence basée sur le modèle Bursty. Le principe est le suivant : à partir de deux snapshots

de données scRNA-seq, j’infère des trajectoires dans l’espace des protéines ou des gènes en

résolvant le problème de Schrödinger avec un processus de référence qui prend en compte la

dynamique des gènes.

Dans le reste de cette section, je présente comment je construis le processus de référence

pour le problème de Schrödinger à partir de la diffusion et à partir du modèle Bursty. Puis,

je présente les deux types de données que j’ai utilisés pour tester la méthode : des données

simulées avec des GRN de petite taille (2 et 3 gènes) et des données expérimentales provenant

de Semrau et al. (2017). Je détaille enfin la formalisation de la résolution du problème de

Schrödinger. L’ensemble des résultats liés à cette méthode est présenté dans la section 2.2

(Figure 1.9).

On considère deux distributions 𝜇 et 𝜈, représentant deux snapshots de données en scRNA-

seq, composées de 𝑁 cellules 𝑥1, … , 𝑥𝑁 (distribution 𝜇) et 𝑁 ′ cellules 𝑦1, … , 𝑦𝑁′ (distribution

𝜈). Tous les𝑥 et 𝑦 sont des vecteurs de𝐺 ∈ N éléments, chaque élément 𝑔 est la quantité d’ARN
et/ou de protéines du gène 𝑔. La valeur𝐺 représente le nombre de dimensions de l’espace dans

lequel j’infère les trajectoires des cellules.

1.8.1 Processus de référence basé sur la diffusion

Avec l’objectif de comparer notre méthode à des méthodes existantes (section 1.5.2), je défi-

nis un processus de référence basé sur la diffusion. Dans la littérature, aucun travail n’utilise

directement le problème de Schrödinger pour l’inférence de trajectoire ; les travaux de transport

ou de couplage de données ScRNAseq (section 1.5.2) utilisent le transport optimal et le coût

de transport associé est classiquement la distance euclidienne. Le lien entre la matrice 𝐶 de

coût de transport pour le transport optimal et le processus de référence basé sur la diffusion,

noté 𝐷𝑟𝑒𝑓 , pour le problème de Schrödinger est :

𝐷𝑟𝑒𝑓(𝑥, 𝑦) = 1
𝐾

𝑒− 𝐶(𝑥,𝑦)
2𝜎2(𝑡2−𝑡1) , (1.5)

avec 𝐾 une constante telle que ∑1≤𝑖,𝑗≤𝑁 𝐷𝑟𝑒𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = 1, 𝑥 les éléments de l’espace de

départ, 𝑦 ceux de l’espace d’arrivée, 𝜎2 le coefficient de diffusion et 𝐶(𝑥, 𝑦) la matrice des

distances euclidiennes entre 𝑥 et 𝑦 (Peyré & Cuturi, 2019b).
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Figure 1.9. Représentation schématique de la méthodologie de cette thèse. La partie supérieure décrit
les données nécessaires à la méthode : elles proviennent d’un jeu de données où le réseau de régulation
génique (GRN) est connu ; l’exemple ici est le GRN toggle-switch, qui considère deux gènes qui s’inhibent
l’un l’autre (flèche rouge) et s’auto-activent (flèche verte). Les données proviennent demesures en cellule
unique, effectuées à au moins deux temps que je représente dans l’espace d’expression des gènes (soit
les niveaux d’expression de l’ARNm, soit les niveaux de protéines). Je considère le même nombre 𝑁 de
cellules aux temps 𝑡1 et 𝑡2 : les cellules sont observées dans l’espace transcriptomique et on cherche
leur couplage entre 𝑡1 (violet) et 𝑡2 (vert). Avec HARISSA, je simule les niveaux d’expression des pro-
téines (courbes Protein levels) et des ARNm (courbes mRNA levels) pour chaque gène, compte tenue du
GRN. La partie inférieure décrit le cadre mathématique utilisé pour coupler les distributions cellulaires
avec le problème de Schrödinger. Je présente les deux processus de référence proposés : le processus
diffusif (en rouge), calculé à partir de la distance euclidienne d’après Peyré et Cuturi (2019b), 𝐷𝑟𝑒𝑓 , et le
processus basé sur le modèle Bursty, approximé à partir de simulations, 𝐵𝑟𝑒𝑓. Je résouds le problème
de Schrödinger avec l’algorithme de Sinkhorn et obtiens le couplage optimal de Schrödinger (𝐷𝑠𝑐ℎ ou
𝐵𝑠𝑐ℎ).Les details sont présentés dans la section 2.4.
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1.8.2 Le modèle Bursty pour construire le processus de référence

J’utilise le modèle Bursty pour générer un processus de référence réaliste pour le problème de

Schrödinger.

Ma première tentative d’approximation du processus de référence, testée pour 2 gènes, con-

sistait à discrétiser l’espace d’arrivée et à calculer la probabilité qu’une cellule se trouve dans

une case au temps 𝑡2 en partant des positions à 𝑡1. Malheureusement, cette méthode était

très coûteuse en temps de calcul et s’avérait difficile à étendre à davantage de gènes. J’ai alors

utilisé une autre stratégie et développé une méthode que j’appellerai dans la suiteméthode d’in-

férence basée sur le modèle Bursty. Cette méthode a fait l’objet d’une publication (Fournié et al.,

2026), présentée au Chapitre 2.

À titre de comparaison, pour deux gènes, la première méthode nécessitait environ une fois

et demie plus de temps de calcul que la méthode publiée, et le temps de calcul augmente avec

le nombre de gènes. Les deux méthodes donnent toutefois des résultats équivalents car les

principes sont proches : identifier le devenir le plus probable des cellules de 𝜇 dans la distribu-

tion 𝜈, en se servant d’une distribution approchée par le modèle Bursty. La différence entre les

méthodes repose sur lamanière de lisser cette distribution approchée afin d’éviter qu’elle ne soit

trop spécifique. La méthode par discrétisation procède en découpant l’espace en cases : plutôt

que de représenter une distribution comme un nuage de points isolés, elle moyenne sur une

case en agrégeant les points au sein de régions discrètes de l’espace. La méthode d’inférence

basée sur lemodèle Bursty, quant à elle, effectue un lissage en associant à chaque point une dis-

tribution gaussienne, ce qui sera détaillé ci-après. Le principe de la méthode d’inférence basée

sur le modèle Bursty est illustré figure 2.13. Elle consiste à simuler 𝑛𝑠𝑖𝑚𝑢 fois le modèle Bursty

avec pour condition initiale les coordonnées d’une cellule 𝑥𝑖 de la distribution 𝜇 au temps 𝑡1 ,

pour toutes les cellules 𝑖, avec 𝑖 un entier de 1 à 𝑁. On obtient une nouvelle distribution, qu’on

note ̃𝜈, qui représente les potentiels états futurs des cellules 𝑥𝑖. Avec la fonction kernel() de

Python (Pedregosa et al., 2011), pour chaque point 𝑦𝑖 de la distribution 𝜈 mesurée au temps 𝑡2 ,

j’évalue la densité estimée en ce point de ̃𝜈. Ainsi, on obtient une approximation du processus

de référence entre 𝜇 et 𝜈. On en déduit quelles sont les chances d’une cellule 𝑥𝑖 de devenir une

cellule 𝑦𝑖 selon le modèle. J’obtiens le processus de référence que je note 𝐵𝑟𝑒𝑓.

Dans la Figure 1.10, je représente le temps computationel pour calculer le processus de

référence à partir du modèle Bursty dans deux situations : quand j’augmente le nombre de

cellules (Figure 1.10A.) pour un réseau de 2 gènes avec les 4 interactions possibles (le “toggle

switch” que je définis dans la sous-section suivante 1.8.3), et quand j’augmente le nombre de

gènes et d’interactions (Figure 1.10B.) pour 100 cellules. Pour la Figure 1.10B., je construis les

GRNs sur lemême principe que le “toggle-switch”, quel que soit le nombre de gènes, il y a lemax-

imum d’interactions possibles. On constate que le temps de calcul reste raisonnable lorsque
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A.

B.

Figure 1.10. Temps de calcul moyen (en secondes) en fonction A. du nombre de cellules et B.
du nombre de gènes. La courbe représente le temps de calculmoyen du processus de référence
Bursty. La moyenne est calculée sur 5 simulations. Tous les autres paramètres sont fixés et
détaillés dans le tableau 2.1.

le nombre de cellules ou de gènes augmente. Nous n’avons pas cherché à mettre en œuvre

une stratégie pour le réduire. Toutefois, il est possible de paralléliser le calcul du processus de

référence basé sur le modèle Bursty si le nombre de simulations, de cellules ou de gènes est

trop élevé.

En conséquence, le temps de calcul du processus de référence n’apparaît pas comme une

limitation de la méthode. On pourrait considérer que la principale “limitation” de cette méthode

est qu’il est nécessaire de connaître un GRN sous-jacent au processus observé, mais il s’agit

d’une autre question, que je developperai dans la discussion dans le chapitre 3.
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1.8.3 Application sur données simulées

Le GRN jouet sur lequel j’ai benchmarké laméthode d’inférence basée sur le modèle Bursty est le

“toggle-switch’’ (Figures 2.10 et 2.6). Il s’agit d’un GRN à deux gènes, où les gènes s’autoactivent

et s’inhibent mutuellement. Ce modèle jouet a été choisi pour sa simplicité et le fait qu’on ne

peut pas savoir quel gène va prendre le dessus sur l’autre. Comme illustré par la Figure 1.11, ce

modèle jouet est simulé 𝑁 fois avec HARISSA (Herbach, 2021) et génère 𝑁 trajectoires cel-

lulaires temporelles. Dans ce cadre, j’ai considéré le cas 𝑁 = 𝑁 ′ , c’est à dire qu’il y a le

même nombre de cellules dans la distribution de départ et dans la distribution d’arrivée. J’ai

déjà mentionné que le modèle Bursty génère des distributions réalistes (Gaillard & Herbach,

2025; Herbach et al., 2017). En extrayant des données simulées les quantités d’ARNm à un

temps donné, on reconstruit l’équivalent d’un snapshot de données de scRNA-seq. On peut

alors représenter les cellules dans l’espace d’expression des gènes en 2D, comme illustré dans

la figure 1.5.

Le modèle Bursty simule à la fois les quantités d’ARNm et de protéines. La technologie du

scRNA-seq fournit des informations sur les quantités d’ARNm. Ce serait logique de se concen-

trer uniquement sur le nombre d’ARNm. Cependant, il n’est pas possible de réduire le modèle

Bursty à un modèle ne décrivant que l’ARNm et de préserver les propriétés mathématiques, car

les ARNm sont généralement beaucoup moins stables que les protéines et ne permettraient

donc pas de préserver la propriété de mémoire du réseau de régulation génique.

En simulant le modèle Bursty, je m’intéresse aux deux cas de figure : celui où on ne se con-

centre que sur les données protéines et celui où on ne se concentre que sur les données ARNm.

Dans le cas où on étudie les trajectoires à partir des mesures de protéines, on se place dans

l’espace d’expression des protéines (Figure 1.8). L’évolution des protéines est plus lente que

celle de l’ARNm. Dans le cas où on étudie les trajectoires à partir des données ARNm, on se

place dans l’espace d’expression des gènes. Je considère, dans la majorité des cas, le modèle

Bursty complet, c’est à dire, je considère la quantité d’ARNm et de protéines, même si je ne traite

qu’un seul type de données. Dans la section 2.4, je présente et étudie le modèle réduit qui ne

s’appuie que sur les données des protéines.

Pour construire les données simulées, je simule le modèle Bursty avec les paramètres d’un

réseau de gènes. Ces paramètres sont donc connus. Ainsi, on peut résoudre le problème de

Schrödinger en testant l’impact des paramètres du modèle Bursty sur le résultat de l’inférence.

En fonction du temps choisi pour extraire les deux snapshots, le système peut être dans

différents “états” : transitoire ou stationnaire. J’appelle état du modèle Bursty une distribu-

tion (stationnaire ou transitoire) dont on ne connaît pas la loi, mais qui existe car le processus

sous-jacent est bien défini (c’est un processus de Markov à fréquence de bursts bornée). La

dynamique du système est stochastique, on ne peut pas vraiment parler d’état au sens déter-
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Figure 1.11. Représentation schématique de la construction de données synthétiques grâce à
HARRISSA. Je représente 𝑁 = 5 trajectoires de cellules, pour 2 gènes (𝑀1 et 𝑀2), orchestrés
par un toggle-switch et, j’extrais les données ARNmau temps 𝑡1 et 𝑡2. Les paramètres sont fixés
et détaillés dans le tableau 2.1.

ministe (Huang, 2010; Ventre, 2021). Mais si on prend l’exemple du toggle-switch, dans le cas

stationnaire, après un certains temps de simulation, on observe deux clusters de cellules : la

distribution stationnaire est bimodale. Les cellules évoluent soit au sein de leur cluster (la quan-

tité d’une seule protéine augmente ou diminue, tandis que l’autre est très peu exprimée), soit

entre les deux clusters (une protéine prend l’avantage sur l’autre). Dans le cas transitoire, les

deux temps choisis pour le snapshot sont très proches l’un de l’autre et proches de 0 et les con-

ditions initiales ont été choisies de sorte à ne pas correspondre à une distribution stationnaire,

à (0, 0) et donc la distribution des cellules est assez loin de la distribution stationnaire.

Mêmesi l’essentiel demon travail sur données simulées a été réalisé à partir du toggle-switch,

j’ai également étudié les performances de laméthode d’inférence basée sur lemodèle Bursty sur

d’autres GRN à 2 et 3 gènes, afin notamment de tester sa robustesse et d’en évaluer l’extension

en termes de coûts de calcul.

1.8.4 Résolution du problème de Schrödinger

Grâce à l’algorithmedeSinkhorn (1967) (voir section 1.5.3), on résout le problèmedeSchrödinger

avec deux processus de référence : celui basé sur la diffusion (section 1.8.1), 𝐷𝑟𝑒𝑓 et celui basé

sur le modèle Bursty (section 1.8.2), 𝐵𝑟𝑒𝑓 , et on obtient deux processus solution, nommés re-

spectivement 𝐷𝑠𝑐ℎ et 𝐵𝑠𝑐ℎ. Les deux solutions sont alors comparées en utilisant l’entropie

(1.1). L’entropie est un outil classique qui a des propriétés intéressantes pour comparer des

processus (Cover & Thomas, 2005; Kullback & Leibler, 1951).

Dans le cas des données simulées, on a accès aux couplages réels entre les distributions de
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départ et d’arrivée, qu’on peut utiliser pour déterminer la validité de la solution du problème de

Schrödinger. Cependant, le couplage deux à deux n’est pas le plus instructif, car, dans l’optique

d’appliquer la méthode à des données expérimentales, les cellules sont détruites lors de l’ex-

périence ; le couplage deux à deux n’est donc pas réaliste. Nous cherchons donc à identifier

des tendances de couplage et non des couplages réels, c’est à dire, pour une cellule au temps

initial, identifier les cellules couplées de sorte qu’elles soient proches, dans l’espace des gènes,

de la cellule réellement couplée.

Figure 1.12. GRN inféré avec CARDAMOM (Ventre et al., 2023) à partir des données de Semrau
et al. (Semrau et al., 2017). Le GRN est composé de 41 gènes, qui sont colorés selon quatre
groupes correspondant à différents états cellulaires (pluripotence, épiblaste post-implantation,
neuroectoderme, endoderme extra-embryonnaire) et un stimulus, noté “RA”. Les flèches vertes
représentent l’activation d’un gène par un autre et les flèches rouges représentent l’inhibition
d’un gène par un autre. Les interactions confirmées par expérience biologique sont marquées
d’un point noir et celles qui ne le sont pas, sont marquées d’un point blanc. Les interactions
pour lesquelles aucune information fiable n’est disponible ne sont pas marquées.
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1.8.5 Application sur des données expérimentales (Semrau et al., 2017)

Après avoir testé laméthode d’inférence basée sur lemodèle Bursty sur plusieurs GRN de petites

tailles, je l’ai appliquée aux données expérimentales extraites de Semrau et al. (2017). Les

données in vitro proviennent d’une analyse scRNA-seq de cellules souches embryonnaires de

souris exposées à l’acide rétinoïque, un déclencheur de la différenciation cellulaire. Les données

sont restreintes à 41 gènes d’intérêt et regroupent neuf snapshots, répartis entre 0h et 96h. On
peut y suivre la sortie de la pluripotence et l’engagement vers des lignées cellulaires : les cellules

neuroectodermiques et les cellules endodermiques extra-embryonnaires.

Pour appliquer notre méthode sur les données expérimentales, il est nécessaire d’inférer un

GRN sous-jacent (Figure 1.12). On peut, pour cela, utiliser le paquet Python CARDAMOM (Ventre

et al., 2023) qui permet d’inférer un GRN à partir de données ScRNAseq.

L’objectif ensuite a été de vérifier la méthode sur les données réelles. Contrairement aux don-

nées simulées, nous n’avons ni accès aux vraies trajectoires ni au processus sous-jacent réel.

En s’inspirant du protocole de Schiebinger et al. (2019), j’ai cherché à interpoler une distribution

à un temps intermédiaire. Comme l’illustre la figure 1.13, j’ai choisi deux distributions à des

temps 𝑡1 = 0h et 𝑡3 = 72h et interpolé une distribution à 𝑡2 = 36h. Il est ainsi possible de

comparer la distribution interpolée à la distribution expérimentale à 𝑡2 , en utilisant la distance de

Wasserstein ou Earth Mover’s Distance (EMD). Je calcule l’EMD entre la distribution expérimen-

tale et respectivement la distribution interpolée basée sur la diffusion, 𝐸𝑀𝐷𝐷 et la distribution

interpolée basée sur le modèle Bursty, 𝐸𝑀𝐷𝐵. De plus, je compare ces deux distances avec :

Δ𝐸𝑀𝐷 = 𝐸𝑀𝐷𝐷 − 𝐸𝑀𝐷𝐵.

Figure 1.13. Représentation schématique de l’interpolation dans l’espace d’expression des
gènes en 2 dimensions. À partir des deux distributions expérimentales 𝜇𝑒𝑥𝑝 et 𝜈𝑒𝑥𝑝 et leur
couplage, j’en déduis à un temps intermédiaire (𝑡2), une distribution estimée 𝜌𝑒𝑠𝑡.
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Le Chapitre suivant présente les principaux résultats de ma thèse (Fournié et al., 2026). Il

s’agit du manuscrit de l’article intitulé “Cell trajectory inference based on schrödinger problem

and a mechanistic model of stochastic gene expression” de Fournié C., Ventre E., Herbach U.,

Baradat A., Gandrillon O. et Crauste F. publié dans npj Systems Biology and Applications en

2026 (doi : doi.org/10.1038/s41540-026-00743-x).
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Abstract

Cellular differentiation is the biological process that leads a cell to opt for a partic-

ular cellular identity. Recently, single-cell RNA-sequencing has enabled the simulta-

neous measurement of gene expression levels at specific times for a large number

of individual cells and a large number of genes. Repeating such measurements at

different time points gives then access to the temporal variation, or transport, of a

distribution on a gene expression space. The whole temporal trajectory of distribu-

tions thus characterizes the differentiation process at population level, but trajecto-

ries of individual cells are still out of reach since most measurement techniques are

destructive.

The optimal transport theory that has been used so far to infer cellular differenti-

ation trajectories from time-stamped single-cell RNA-seq data involves solving the

so-called Schrödinger problem in its most common version. This implies assuming

that cells move, in the gene expression space, by diffusion. Yet, real gene dynamics

are much more complex.

In the present work, we assume that mRNA dynamics are characterized by brief

and important production of RNA, with long periods of inactivity in between, and

consider the so-called Bursty model of gene dynamics. We use this model to define

a reference process for the Schrödinger problem. By comparing the solutions of

the Schrödinger problems with a Diffusive and a Bursty reference process, under

different conditions, we show that the Bursty model provides a better approximation

of the underlying gene dynamics than the standard Diffusive process when inferring

cell trajectories.

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

While two cells in a multicellular organism may possess the same genome, they can express

their genes differently, leading to distinct cellular outcomes. Cellular differentiation is the bio-

logical process that leads a cell to opt for a particular cellular identity (Clevers et al., 2017). In

contemporary biology, the cellular identity is defined by the expression of cell markers, mostly

surface proteins.

Recently, single-cell RNA sequencing (scRNA-seq) has enabled the simultaneous measure-

ment of gene expression levels for up to millions of individual cells and tens of thousand of

genes (Klein et al., 2015; Macosko et al., 2015; Tanay & Regev, 2017). Thanks to this technique,

a cell can be represented in a high-dimensional space, where each dimension corresponds to

the expression level of a given gene, so the space dimension equals the number of genes. Re-
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peating such measurements at different time points gives access to the temporal variation, or

transport, of a distribution on a gene expression space. The entire temporal trajectory of the

distribution characterizes the differentiation process at population level, but trajectories of in-

dividual cells are still out of reach since measurement process is destructive (Schiebinger et

al., 2019). Hence the goal to develop tools to infer trajectories between measurements to re-

construct the differentiation process has become crucial. Since cells are destroyed in the data

acquisition process, inference of cell trajectories allows to determine potential cell fate under

the assumption that the cell sample used at each measurement time is representative of the

whole cell population.

In practice, gene expression is measured either as the number of mRNA molecules or the

level of protein expression. Hence, the above-mentioned gene space is either a mRNA counts

space or a protein level space. While the differentiation process is fundamentally a continu-

ous process, most of the experimental measurements provide access only to discrete temporal

distributions. In order to study a differentiation process and more specifically to infer differen-

tiation pathways, many works focused on the reconstruction of the continuous transcriptomics

evolution based on such distributions.

Schiebinger et al. (2019) were pioneers in using the optimal transport (OT) theory to infer

such trajectories from time-stamped transcriptomics data, introduced in the Waddington Opti-

mal Transport (WOT) algorithm. WOT enables the reconstruction of a “timeline” between two

cell distributions measured at different times. WOT solves the OT problem in a standard way:

by minimizing a cost function defined as the squared Euclidean distance between cells in a

PCA-reduced space.

Since then, several works proposed methods for cell trajectory inference inspired by OT the-

ory (Bunne et al., 2024; Jiang et al., 2022; Lange et al., 2024; Lavenant et al., 2024; Liu et al.,

2020; Lotfollahi et al., 2023; Prasad et al., 2022; Sha et al., 2023; Tong et al., 2020; Tronstad

et al., 2025; Yachimura et al., 2024; Zhu et al., 2025). Authors of OT-based studies chose to

work with quadratic OT, which consists in using the squared Euclidean distance as a cost in the

OT problem (see Section 2.4.3). More specifically, they used the so-called entropic approxima-

tion of OT—which is equivalent to solving the Schrödinger problem—in order to use the efficient

Sinkhorn algorithm (Peyré & Cuturi, 2019a; Sinkhorn, 1967). The Schrödinger problem consists

in finding the stochastic process that is the closest to a given reference process while fitting

the observations. Originally, the aim of the Schrödinger problem was to interpolate between

cell distributions observed at discrete timepoints in order to reconstruct the full time-varying

distribution. The mathematical theory supporting this problem ensures that this optimal inter-

polation is associated to an optimal coupling corresponding to the transition probability kernel

between each pair of distributions of the underlying stochastic process. Thus, the destructive

scRNA-seqmeasurements are perfectly alignedwith the Schrödinger problem: the inferred cou-
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pling characterizes the optimal process describing the observed data under the hypothesis of

the Schrödinger problem.

The reference process used in the Schrödinger problem is in general a Brownian motion,

hence it is implicitly assumed that cell trajectories are close to diffusion. In some cases, dis-

tances different from the square Euclidean distance have been considered, mostly for taking

into account additional information like lineage information (Lange et al., 2024; Majima et al.,

2024) or coexpression between genes (Du et al., 2019).

Some methods nevertheless used a different cost function when solving the OT problem.

For instance, Liu et al. (2020) criticized the use of Euclidean distance when applying OT theory

and proposed an implementation of a learned cost function in the OT problem based on the

Sinkhorn algorithm (Sinkhorn, 1967). However, they do not use OT theory to infer cell trajecto-

ries, instead they focus on alignment of scRNA-seq datasets. Additionally, the learned cost is

non-interpretable, a property that is shared by computational methods based onmachine learn-

ing. In order to reduce the computational cost and gain interpretability, scEGOT (Yachimura et

al., 2024) combines OTwith a cell state graph. By adding Gaussian mixture distribution on each

cell’s dots, scEGOT allows to consider cell clusters instead of individual cells. The Gaussian

mixture makes the results interpretable, however their objectives are clearly different from ours

because the authors use Euclidean distance between Gaussian distributions to infer trajecto-

ries, relying once again on a standard approach.

The main idea of the present paper is to assert that in order to reconstruct cell differentia-

tion trajectories, a more realistic, quantitative model of stochastic gene expression should be

considered as reference process. We focus on solving the Schrödinger problem while using

an alternative reference process that would be closer to realistic gene dynamics. Indeed, the

Diffusive process generates unrealistic dynamics for proteins and mRNA (Magaña-López et al.,

2024). The Schrödinger problem is not seen here as an approximation of a transport problem,

but as a way to identify a process close to an a priori quantitative model that would fit the ob-

servations.

When examined at the single-cell level, gene expression is undoubtedly a stochastic process

(Chalancon et al., 2012; Eldar & Elowitz, 2010; Huang, 2010; McCullagh et al., 2009; Niepel

et al., 2009; Raj & van Oudenaarden, 2008). The simplest model that can correctly reproduce

experimental data distribution is the well-known two-state model of gene expression (Peccoud

& Ycart, 1995; Raj et al., 2006; Suter et al., 2011), a refinement of the model introduced in 1991

by Ko (1991). In this model, a gene is described by its promoter which can be either active or

inactive—possibly representing a transcription complex being “bound” or “unbound” although it

may be more complicated (Coulon et al., 2013)—with mRNA being transcribed only during the

active periods.

Genes may mechanistically influence the activation rate of other genes, thus creating a Gene
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Regulatory Network (GRN). We consider an extension of the two-state model for several genes,

that takes into account the GRN structure. For certain parameter values, mRNA dynamics

are characterized by brief and important production of RNA, with long periods of inactivity in

between: this regime corresponds to the widely observed phenomenon called transcriptional

bursting (Suter et al., 2011). Herbach et al. (2017) introduced a mathematical framework for

modeling GRN driven by transcriptional bursting, which we call the Bursty model here. This

model has been shown to reproduce realistic gene dynamics at the single-cell level (Albayrak

et al., 2016; Ventre et al., 2023) and will provide our reference process.

In this work we compare the performances of a Diffusive process, associated to standard OT

theory, and a reference process based on the Bursty model to solve the Schrödinger problem,

when initial and final distributions are based on realistic, simulated data. For the sake of clarity,

in the following we refer to our approach as the Bursty model-based inference method. We

first explore the case of a single gene, then of a specific two-gene GRN, the toggle switch, and

finally more complex three-gene GRNs. We focus on the influence of some indicators, namely

the time difference between themeasurements of the two distributions and the number of cells

in the distributions. We show that using the Bursty model as a reference process provides

a better solution to the Schrödinger problem for all tested networks. Additionally, we show

that the Burstymodel-based inferencemethod performs better than a Diffusion-based inference

approach on a dataset made of mRNA counts for 41 genes.

2.2 Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

We consider two distributions of protein counts obtained from a fixed number of cells, simu-

lated from the Bursty model (see Section 2.4.1) and measured respectively at times 𝑡1 and 𝑡2

(𝑡2 > 𝑡1). Noticeably, we focus only on protein counts since protein dynamics, contrary to

mRNA dynamics, allow to preserve the markovian property in the Bursty model therefore pro-

viding a rigorous mathematical framework. We solve the associated Schrödinger problem for

several reference processes, including the Bursty process and the standard Diffusive process.

Solutions of the Schrödinger problem are compared using an entropy function. If the two pro-

cesses are similarly able to correctly infer trajectories, the entropy equals or nears zero.

When the final distribution is measured a “long” time after the initial distribution, the Bursty

model has reached a so-called stationary state, and both initial and final distributions can be

considered independent. In this case, trajectory inference should depend less on the selected

reference coupling. Consequently, we focus our study on distributions in transient states, mean-

ing the time difference 𝑡2 − 𝑡1 is small enough and 𝑡1 is close to the initialisation of the simula-

tions, as represented in Figure 2.12. Details are provided in Section 2.4.

Noticeably, since we are working with data that we generated, so-called simulated datasets,
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Figure 2.1. Solution of the Schrödinger problem for a single gene. a. 𝐷sch. b. 𝐵sch. c. 𝑅𝐵sch.
d. Ground truth. Each colored square represents the probability of the cell index at 𝑡2 starting
from the cell index at 𝑡1 for 𝑁 = 40 cells: the darker the box, the greater the probability. All
matrices sum to 1. Parameters are given in Table 2.1.

it is possible and efficient to define a ground truth. More precisely, it is convenient to use an

identity-based ground truth, defined such that cell 𝑖 at 𝑡1 corresponds to cell 𝑖 at 𝑡2. However,

when using experimental single cell datasets, no ground truth is available and only marginal

observations can be used to infer the cell differentiation process. In this case, no reference

exists to validate the result of any method.

2.2.1 Schrödinger problem for a single gene

We first considered the case of a single gene with no feedback, as a toy model to illustrate the

influence of the underlying model of gene dynamics on trajectory inference.

Figure 2.1 shows the solutions of the Schrödinger problem computed with different approx-

imated processes: a Diffusive model, 𝐷sch (Figure 2.1a), the non-reduced Bursty model, 𝐵sch
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Figure 2.2. Entropies between reference couplings as a function of the time interval for a
one-gene GRN. Mean and standard deviation (straight lines) of entropies 𝐻𝐷,𝑅 (blue), 𝐻𝐵,𝑅
(red) and 𝐻𝑅 (green) are displayed for various values of the time difference 𝑡2 − 𝑡1 , when the
gene dynamics model is in transient state. Additionally, minimum andmaximum values over 50
iterations (dashed lines) are also displayed. Other parameters are detailed in Table 2.1.

(Figure 2.1b), and the reduced Bursty model, 𝑅𝐵sch (Figure 2.1c). The ground truth of the sim-

ulated dataset (Figure 2.1d) is a coupling of cells with the same index (cell 𝑖 in the initial distri-

bution is cell 𝑖 in the final distribution). We observe that 𝑅𝐵sch yields the closest result to the

ground truth of the simulated dataset (Figure 2.1c), in the form of a very accurate transition ma-

trix, while 𝐷sch yields the furthest (Figure 2.1a). A darker diagonal is observed for 𝐵sch (Figure

2.1b), meaning that this process better approximates the ground truth than 𝐷sch. Noticeably, a

limitation of the representation in Figure 2.1 is that the process could be not expressed (light

color) and yet be relevant. For example, if two cells are close in protein space at both 𝑡1 and 𝑡2 ,

then the process between those cells could be mixed up but relevant.

Figure 2.2 presents the entropy between 𝐷sch and 𝑅𝐵sch , denoted by 𝐻𝐷,𝑅 , and the entropy

between 𝐵sch and 𝑅𝐵sch , denoted by 𝐻𝐵,𝑅 (see Section 2.4.5). The curve 𝐻𝑅 also appears

in Figure 2.2, it serves as a control by computing the entropy between the reference coupling

and its approximation. The initial distribution is measured at time 𝑡1 = 0.1 h, and the final

distribution is computed at various times 𝑡2 in the range [0.2; 0.5] h.
We observe that quantities 𝐻𝐷,𝑅 and 𝐻𝐵,𝑅 decrease as 𝑡2 − 𝑡1 increases and 𝐻𝑅 remains

constant. We also observe that 𝐻𝐷,𝑅 is always higher than the entropy between 𝐵sch and
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𝑅𝐵sch , and remains much higher than 𝐻𝑅 even for large values of 𝑡2 − 𝑡1 (here 0.4 h). Entropy

𝐻𝐵,𝑅 is always larger than 𝐻𝑅 , yet it is much smaller than 𝐻𝐷,𝑅 , and for 𝑡2 − 𝑡1 = 0.4 h there

is no difference between 𝐻𝐵,𝑅 and 𝐻𝑅. Both the exact temporal distribution of the process

and its approximation provide comparable results.

The study of this toy model highlights that using the exact temporal distribution of the ref-

erence process to solve the Schrödinger problem provides much better results than using the

approximation of a gene dynamics model. However, it is a complex, most of the time impos-

sible, task to find the analytical expression of this distribution for a GRN comprising at least

two connected genes. Consequently, for a more relevant GRN, we will focus on the estimations

provided by the reference process of the non-reduced Bursty model and the Diffusive process.

2.2.2 Case study: the toggle switch

We focused on a two-gene GRN, called ‘toggle switch’, introduced in Section 2.4.1 and illustrated

in Figure 2.6b (blue GRN). This specific GRN consists of two self-activating genes that inhibit

each other.

2.2.2.1 Influence of the time interval and the number of cells

We first investigated the influence of the time betweenmeasurements of the initial and the final

distributions (i.e. 𝑡2 − 𝑡1) on the ability of two models, the Bursty and the Diffusive models, to

correctly transport cell distribution.

Figure 2.3a shows values of entropies 𝐻𝐷,𝐵 and 𝐻𝐵 as functions of the time difference

𝑡2 − 𝑡1. The 𝐻𝐷,𝐵 curve is always above the 𝐻𝐵 curve and remains approximately constant

and independent of the time difference. The entropy between the two processes is the same

for all 𝑡2 − 𝑡1 values: whatever the time difference, the Diffusive process infers trajectories with

the same uncertainty. For the time difference 𝑡2 − 𝑡1 = 0.2h, the entropy 𝐻𝐷,𝐵 has a larger

standard deviation, due to one extreme value.

Although it is more relevant to focus on the transient state (Figure 2.3a), it may be informative

to question what happens in the stationary state. In this case, cells may either remain in their

basin of attraction or switch to the other basin of attraction. The basin of attraction is a notion

related to deterministic dynamics, consequently in the current framework where we consider

stochastic models of gene dynamics it refers to the basin of attraction of the coarse approxi-

mation in the form of a system of ordinary differential equations of a piecewise-deterministic

Markov process (Ventre et al., 2021). Results in the stationary state are illustrated in Supple-

mentary File (Section 2.10.3), they highlight conclusions similar to the ones obtained for the

transient state. Although the Diffusive model-based inference method is less accurate than the

Bursty model-based inference method for inferring trajectories, its ability increases when the

44



Ce
ll
Tr
aj
ec

to
ry

In
fe
re
nc

e
Ce

ll
Tr
aj
ec

to
ry

In
fe
re
nc

e

Figure 2.3. Entropies between reference processes for the toggle switch GRN, in the transient
state. Mean and standard deviation (straight lines) of (a.) 𝐻𝐷,𝐵 (blue) and 𝐻𝐵 (red) as func-
tions of the time interval 𝑡2 − 𝑡1 , and (b.) 𝐻𝐷,𝐵/𝑁 (blue) and 𝐻𝐵/𝑁 (red) as functions of the
number of cells 𝑁. Additionally, minimum and maximum values over 100 iterations are repre-
sented (dashed lines). The thick vertical grey line in Panel B is the default value 𝑁 = 100 cells
used in other figures. Other parameters are given in Table 2.1.
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final distribution becomes independent of the initial one (later time measurements).

Figure 2.3b illustrates the influence of the number of cells𝑁 consideredwhenmeasuring both

initial and final distributions in transient state. To that aim, the entropy has been normalized by

the number of cells to avoid a bias due to the size of the collections in the computation of the

entropy: the computation of the entropy (2.8) explicitly depends on the number of cells 𝑁. First,

we observed that 𝐻𝐵/𝑁 does not depend on the number of cells. Second, 𝐻𝐷,𝐵/𝑁 decreases

as the number of cells increases. We observed (not shown) that the Diffusive process tends to

couple a small sample of cells from the initial collection to all other cells in the final collection.

Both numerical investigations on the dependence of 𝐻𝐷,𝐵 and 𝐻𝐵 on the length of the time

interval 𝑡2 − 𝑡1 and the number of cells 𝑁 highlighted a poor ability of the Diffusive model to

reconstruct cell trajectories when the underlying model is the Bursty model of gene dynamics.

These results are based on the use of the entropy tomeasure the differences between solutions

of the Schrödinger problem. We then questioned the relevance of the entropy criterion and the

parameter values of the Bursty model in reaching this conclusion.

2.2.2.2 Unspecificity of the entropy indicator and the distribution parameters

In Figure 2.4, we compared the performance of different indicators when evaluating the differ-

ence between the Diffusive and the Bursty process. Figure 2.4 shows mean and standard devi-

ation of normalized indicators, computed as (𝐼𝑛𝑑𝑖𝑐 − 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙𝐼𝑛𝑑𝑖𝑐)/𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙𝐼𝑛𝑑𝑖𝑐, where
𝐼𝑛𝑑𝑖𝑐 is either 𝐻𝐷,𝐵 , 𝐷𝑇 𝑉(𝐷𝑠𝑐ℎ, 𝐵𝑠𝑐ℎ), 𝐽𝑆𝐷(𝐷sch, 𝐵sch) or the Frobenius norm ‖𝐷sch −
𝐵sch‖𝐹 (see Section 2.4.5) and𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙𝐼𝑛𝑑𝑖𝑐 its associated controlmeasure (respectively,𝐻𝐵 ,

𝐷𝑇 𝑉(𝐵ref, 𝐵sch), 𝐽𝑆𝐷(𝐵ref, 𝐵sch) and ‖𝐵ref − 𝐵sch‖𝐹). We observe that for all indicators, the

curves are all strictly positive and increasing. So, despite quantitative differences, all indica-

tors yielded the same qualitative conclusion: the Bursty process provides a better trajectory

inference than the Diffusive process.

To challenge the performance of the 𝐵ref process, we generated the two distributions with a

given GRN and used a different GRN for the reference process (mostly the same structure, but

different interaction parameter values), that is a different Bursty model. The use of simulated

data provides full knowledge of the structure of the GRN and of its parameter values, however

when dealing with experimental data the GRN is not known and can be at best inferred from the

data, without any way to validate per se either the structure of the GRN or the parameter val-

ues. Hence, using a GRN that does not correspond to the data used to generate the initial and

final distributions challenges the method and allows to test the robustness of the approach. In

practice, we computed the initial distribution 𝜇 and the final distribution 𝜈 using the default pa-

rameter values of the toggle switch GRN, but we solved the Schrödinger problemwith a different

𝐵ref process (different gene interaction matrix).
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Figure 2.4. Difference indicators between reference processes as a function of the time inter-
val for the toggle switch GRN.Mean and standard deviation of difference indicators comparing
𝐷sch and𝐵sch normalized by the difference indicators comparing𝐵ref and𝐵sch respectively: En-
tropy (blue), total variation distance (yellow), Jensen–Shannon Divergence (purple), and Frobe-
nius norm (green). For standard deviations < 0.1, error bars are not visible. Parameters are
detailed in Table 2.1.

Figure 2.5a highlights that for all the two-gene-based Burstymodels (listed in Figure 2.5c), the

curves are very close. The 𝐻𝐷,𝐵 curves are all higher than the 𝐻𝐵 curves, indicating that any

Bursty process, even one with parameter values different from the ones corresponding to the

data, provides a better approximation than the Diffusive process. In Figure 2.5b, one observes

that even though 𝐻𝐵 curves are nearly indistinguishable at early times they become separated

as 𝑡2 − 𝑡1 increases. We observed differences when parameter values of the GRN associated

with self-activation were reduced (purple and yellow curves and GRN).

Overall, the Bursty model provides a framework to cell trajectory inference that performs bet-

ter than standard diffusion.

We studied numerically the sensitivity of our method to hyperparameters (number of sim-

ulations 𝑛, standard deviation 𝜀 in (2.6), precision and truncation thresholds used to prevent

zero values in the Sinkhorn algorithm) and to parameter values of the GRN, specifically focus-

ing on degradation rates and basal activity levels (Supplementary File). No significant impact

was observed on the entropy 𝐻𝐷,𝐵 , pointing towards a weak sensitivity of the results on pa-

rameterization.
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Figure 2.5. Entropy 𝐻𝐷,𝐵 as a function of the time difference 𝑡2 − 𝑡1 for different Bursty
models, in transient state. a. Entropies 𝐻𝐵 (dashed line) and 𝐻𝐷,𝐵 (straight line) means and
standard deviations. Each color represents a set of interaction parameters of 𝐵ref used to com-
pute 𝐻𝐷,𝐵 (illustrated in Panel c). b. Zoom in on 𝐻𝐵 values in Panel a for 𝑡2 − 𝑡1 ∈ [0.2, 0.5].
c. Two-gene GRN used to compute 𝐵ref. Each scheme depicts interactions between gene 1 and
gene 2, with green arrows representing activation (𝜃 > 0) and red arrows representing inhibition
(𝜃 < 0). The blue-squared GRN is the toggle switch used in previous figures. Parameters values
are detailed in Table 2.1.
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Figure 2.6. Entropy 𝐻𝐷,𝐵 as a function of the time difference 𝑡2 − 𝑡1 for various two-gene
GRNs. a. Entropy 𝐻𝐷,𝐵 in transient state, mean and standard deviation. Each color represents
a GRN introduced in Panel b.. Parameters are detailed in Table 2.1. b. Schematic representa-
tions of two-gene GRNs used in Panel a. Green arrows represent activations (𝜃 > 0) and red
arrows represent inhibitions (𝜃 < 0).

2.2.3 Analysis for other GRNs

As illustrated in Figure 2.11, the toggle switch model of gene dynamics exhibits what can be

considered as specific temporal dynamics. We subsequently challenged the Bursty process on

other GRNs, first with various two-gene GRNs and then on three-gene GRNs. Results discussed

hereafter and illustrated in Figures 2.6 and 2.7 have been obtained using various GRNs to com-

pute both the distributions (𝜇 and 𝜈) and the reference coupling. This contrasts with the results

shown in Figure 2.5, where only the reference coupling was modified by the GRNs, not the data.

Figure 2.6 shows the entropy 𝐻𝐷,𝐵 for different two-gene GRNs. For each GRN, the distribu-

tions and the Bursty process were computed from the corresponding Bursty model. The blue

curve represents 𝐻𝐷,𝐵 values computed for the toggle switch. We observed that, whatever the

two-gene GRN, dynamics of 𝐻𝐷,𝐵 were similar, quantitatively and qualitatively: it was mostly
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constant as the time difference 𝑡2 − 𝑡1 increased, and the variability was higher for small time

differences.

Figure 2.7 shows the entropy 𝐻𝐷,𝐵 for two 3-gene GRNs. In the first one, gene 1 activates

gene 2which activates gene 3 (Figure 2.7a); in the second one, the so-called repressilatormodel,

gene 1 inhibits gene 2, gene 2 inhibits gene 3, and gene 3 inhibits gene 1 (Figure 2.7b). Parameter

values are the same than for the toggle switch (Table 2.1).

Figure 2.7a shows a similar range of variations for 𝐻𝐷,𝐵 and 𝐻𝐵 as observed for the two-

gene GRNs. Variations about the mean were, however, more important than for the two-gene

GRNs, as highlighted by error bars and minimum and maximum values (dashed lines). The

𝐻𝐷,𝐵 curve remains well above the𝐻𝐵 curve, similarly to what has been obtained for two-gene

GRNs. The same results held for the Repressilator model (Figure 2.7b), a standard three-gene

GRN. Whatever the time difference, the mean of 𝐻𝐷,𝐵 was always higher than 𝐻𝐵. For both

GRNs, when 𝑡2 − 𝑡1 was small, the standard deviation of 𝐻𝐷,𝐵 was larger and the minimum

and maximum values were widely separated. The two three-gene GRNs considered generated

more differences between the Diffusive and the Bursty processes than the toggle switch model

or any 2-gene GRN, as well as more variability.

In conclusion, for any two-gene or three-gene GRN, whatever the gene-gene interactions con-

sidered, the Bursty process always performed better than the standard Diffusive process in

correctly transporting the distribution at time 𝑡1 into the distribution at time 𝑡2.

2.2.4 Application to experimental data from Semrau et al. (2017)

While previous sections have been devoted to validating the Bursty-based inference method on

small GRN and simulated data, here we apply themethod on an experimental dataset. We use a

time-stamped in vitro dataset from Semrau et al. (2017) made of mRNA counts obtained from

scRNA-seq on mouse embryonic stem cells. A GRN in the form of a bursty model has been

inferred from these data by Ventre et al. (2023), therefore we use this GRN and the parameter

values obtained during the inference procedure to compute our reference process 𝐵ref.

Since all previous investigations were performed on protein data, we first check whether or

not the Bursty model-based inference method would also perform well on simulated mRNA

data. Similarly to what we did in Figure 2.3a., considering the toggle-switch GRN, we investi-

gated the impact of time difference 𝑡2 − 𝑡1 on the entropy 𝐻𝐷,𝐵 but this time using only simu-

lated mRNA data. Figure 2.8 shows that the 𝐻𝐷,𝐵 curve is higher than the 𝐻𝐵 curve. Contrary

to what is observed with protein level distributions, the𝐻𝐷,𝐵 curve slightly decreases as 𝑡2 −𝑡1

increases, yet remaining far above the control curve. mRNAs are produced and degraded more

rapidly than proteins, accelerating the approach to the stationary state. The same conclusions

then hold, whether mRNA or protein data are used to infer cell trajectories.
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Figure 2.7. Entropy evolution as a function of the time difference 𝑡2 − 𝑡1 in the transient state
for three-gene GRNs. a. 𝐻𝐷,𝐵 mean and standard deviations (blue line with error bars) as
well as min and max values (dash blue lines) and 𝐻𝐵 mean and standard deviation (red line
with error bars) and min and max values (dash red lines), and the associated three-gene GRN.
The schematic representation of the GRN highlights positive interactions (activation) between
genes. b. 𝐻𝐷,𝐵 mean and standard deviations (blue line with error bars) as well as min and
max values (dash blue lines) and 𝐻𝐵 mean and standard deviation (red line with error bars)
and min and max values (dash red lines), and the associated three-gene GRN (repressilator).
The schematic representation of the GRN shows interactions between genes, with activations
in green and inhibitions in red. Parameters are detailed in Table 2.1.
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Figure 2.8. Entropies between reference processes for the toggle switch GRN for mRNA data.
Mean and standard deviation (straight lines) of 𝐻𝐷,𝐵 (blue) and 𝐻𝐵 (red) are displayed as
functions of the time interval 𝑡2 − 𝑡1. Additionally, minimum and maximum values over 100
iterations are represented (dashed lines). Parameters are given in Table 2.1.

We focus now on experimental mRNA data from Semrau et al. (2017). When applying the

Bursty model-based inference method to experimental data, no ground truth is available there-

fore, in a general context, standard or recently proposed methods—such as cluster-to-cluster

fate probabilities (Lange et al., 2022), ancestral/source compositions (Schiebinger et al., 2019)—may

allow a posteriori validation by focusing on checkable quantities obtained from the identified

coupling, provided that the size of the sample is large enough. Here, in order to apply our Bursty

model-based inference method, we chose to focus on its predictive power. We first computed

an mRNA-based version of the process 𝐵sch between time points 𝑡1 = 0 and 𝑡3 = 72h, and
estimated the distribution 𝜌est,36 at 𝑡2 = 36h (see Section 2.4.6 and Supplementary File, Section

2.10.5). Next, we computed the Earth Mover’s Distance (EMD) between the experimental distri-

bution at 36h and, on one side, 𝜌est,36 , denoted by𝐸𝑀𝐷𝐵 , and on the other side, the distribution

obtained using regularized OT, 𝜌D,36 , denoted by 𝐸𝑀𝐷𝐷.

Figure 2.9 shows Δ𝐸𝑀𝐷 = 𝐸𝑀𝐷𝐷 − 𝐸𝑀𝐷𝐵 for each of the 41 genes in the dataset. It

allows a measure of the performance of the Bursty model-based inference method compared

to the Diffusion-based inference method. Green bar-plots correspond to a positive Δ𝐸𝑀𝐷 , i.e.

𝐸𝑀𝐷𝐵 is smaller than 𝐸𝑀𝐷𝐷 , and red bar-plots correspond to negative Δ𝐸𝑀𝐷 , i.e when

𝐸𝑀𝐷𝐵 is larger than𝐸𝑀𝐷𝐷. Heights of bar-plots quantify the contributions of Burstymodel-

based versus Diffusion-based inference methods.
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Figure 2.9. Gene-by-gene differences between𝐸𝑀𝐷𝐵 and𝐸𝑀𝐷𝐷 at 𝑡2 = 36h, using data at
𝑡1 = 0h and 𝑡3 = 72h. Bar plots are green and positive when the Burstymodel-based inference
method performs better, they are red and negative when the Diffusion-based inference method
performs better.

For 11 genes, Δ𝐸𝑀𝐷 = 0. This means either that both 𝐸𝑀𝐷𝐵 and 𝐸𝑀𝐷𝐷 equal 0 (genes

Fgf5, Cer1, Ascl1 and Sox9), or that they are equal (Esrrb, Dppa3, Nr0b1, Fgf4, Wnt8a, Pax6 and

Gata4). In the first case, both methods are able to correctly predict the gene expression level,

which is close to zero for the considered genes (no expression). In the second case, both meth-

ods similarly predict the gene expression level. Noticeably, gene distributions that do not evolve

much between 𝑡1 = 0h and 𝑡3 = 72h display a small EMD.

Out of the remaining 30 genes, for 22 genes the Bursty model-based inference method per-

forms better. Values of 𝐸𝑀𝐷𝐵 and 𝐸𝑀𝐷𝐷 for each gene are displayed in Supplementary

File (Supp. Section 2.10.5). Noticeably, the large bar-plot of gene Sparc indicates that the dis-

tance between the two 𝐸𝑀𝐷 is negative and rather large but, in that case, both 𝐸𝑀𝐷𝐵 and

𝐸𝑀𝐷𝐷 are also large (bothmethods have difficulties correctly predicting this gene dynamics).

For genes Col4a2 and Lamb1, differences between 𝐸𝑀𝐷𝐷 and 𝐸𝑀𝐷𝐵 are also negative, yet

smaller than for Sparc, but in that case both 𝐸𝑀𝐷 are small (both methods perform well in

predicting these gene dynamics, the Bursty model-based inference method performing better).

One may note that we only focus here on an illustrative example where we predict the distri-

bution at 36h by using distributions at 0h and 72h. However, the results are representative of

other predictions that could be tested (not shown). Sometimes both Bursty model-based and

Diffusion-based inferencemethods compare well (in particular in the early times, when only few

genes drive the dynamics and their levels of expression do change slowly over time), neverthe-

less the above results show that the Bursty model-based inference method can be applied on

experimental data and performs better than the Diffusion-based method.
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2.3 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

We explored the possibility that the Bursty model of gene dynamics would represent an im-

proved alternative to the standard diffusion model used to infer trajectories in OT theory. Based

on distributions of protein counts, the Bursty model proved indeed quite efficient in capturing

cells trajectories more accurately than the Diffusive model (Figure 2.1). This would be expected

if we considered cells moving around in a Waddington’s landscape (Waddington, 1957) whose

shape is constrained by the GRN structure (Huang, 2010; Ventre, 2021). In this case, diffu-

sion could not easily represent the variables acceleration and deceleration due to valleys and

hills. Noticeably, we assumed for the sake of simplicity the same number of cells in both initial

and final distributions, yet our entire analysis could be extended to the case with different cell

numbers by normalizing the distributions.

When considering a toymodelmadeof only one gene, we concluded that using the exact time-

dependent distribution of the process was the best alternative to diffusion. Although expected,

this result indicates that it is possible to very efficiently infer cell trajectories in a transcriptomic

space. However, the exact distribution is only explicit for one gene. Extending the reference

coupling 𝑅𝐵ref to GRN with multiple genes seems a very challenging task, probably impossible

to do for complex gene interactions. An approximation of this distribution could be considered,

yet the approximation might rapidly become coarse.

For a one-gene GRN, the computation of 𝑅𝐵ref and 𝐷ref couplings is almost instantaneous

on a personal computer (64GB RAM and 13th Gen Intel(R) Core(TM) i7-13700H), whereas the

computation of 𝐵ref takes approximately 7s (value averaged over 100 simulations). Increas-

ing the number of genes does not impact the computational time for 𝐷ref , but it increases for

𝐵ref. The computational time is proportional to the number of genes in the GRN with almost no

time-variability from one simulation to another, for two-gene up to six-gene GRNs where genes

self-activate and inhibit the other genes (similar to the toggle switch model). For two genes,

the computational time is 12s, for 3 genes, it is 13s, for 4 genes, 14s, for 5 genes 15.5s and for

6 genes 17s per simulation of the 𝐵ref coupling, on a computational server (High-Throughput

Computing plateform with 1 CPU and 2GiB memories). For most applications, such computa-

tional time would be acceptable. If needed, computations of 𝐵ref coupling can be parallelized,

for instance when the number of simulations, the number of cells, or the number of genes is

large. For the application to experimental data in Section 2.4.6, the computation of the 𝐵ref

coupling took 23min using parallelization and 168min without parallelization.

The full two-state model provides bothmRNA and protein counts. Since experimentally avail-

able scRNA-seq datasets providemRNA counts, it would have been appropriate to focus only on

mRNA counts. However, it is not possible to reduce the Bursty model to an mRNA-only model

and to preserve mathematical results, due to the fact that mRNA are typically much less sta-
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ble than proteins and thereby would not preserve the Markovian property of the GRN. We can

however reduce the Bursty model to a protein-only model that is well defined, along with quasi-

steady-state distributions of mRNA counts conditionally on proteins (Gaillard & Herbach, 2025;

Herbach et al., 2017). Moreover, Baradat and Ventre (2024) showed that for such a model it

is still possible to define and solve a Schrödinger problem. We therefore decided to focus on

distributions of protein counts when bench-marking on simulated datasets.

In Section 2.2.4, we applied our Busty model-based inference method on experimental data

consisting of mRNA counts. We showed first that despite the above arguments in favor of pref-

erentially using protein data, the Bursty model can also be applied to simulated mRNA data and

provides in this case similar performances. To use our approach on an experimental dataset,

it is first required to get a GRN, associated with the data, that is used to compute the refer-

ence coupling. This motivated the use of the dataset from (Semrau et al., 2017), since Ventre

et al. (2023) had already inferred a GRN from this dataset using CARDAMOM. The inference

and calibration of the mechanistic model with CARDAMOM are based on a two-step procedure,

with bursting parameters being identified in the first step (Ventre, 2021; Ventre et al., 2023).

Noticeably, other algorithms have been proposed to infer the bursting kinetics from single-cell

RNA sequencing data (Huang et al., 2026; Kim & Marioni, 2013; Luo et al., 2023a; 2023b),

the more recent ones benefiting from AI-based methods to infer kinetics and the method pro-

posed in Huang et al. (2026) relying on the use of the Telegraph model, as does our method.

Importantly, even if the underlying GRN structure is not perfectly known, which is expected from

using inference methods to obtain the GRN, we established in Section 2.2.3 (see for instance

Figure 2.5 and Supplementary File) that the Bursty model-based inference method is not very

sensitive to parameter values of the GRN and correctly catches the trajectories even though the

GRN used to compute the reference coupling is not correct.

When trying to predict an intermediate observation with Semrau et al. (2017), the interpola-

tion made with the Bursty model-based inference method performed better than the one made

with Diffusion-based inferencemethod. It is however worth noticing that the Diffusion-based in-

ference method works well when observations are made on a short time period and when gene

activity is limited. When observations are made on longer periods of time and genes exhibit im-

portant activity, the Bursty model-based inferencemethod performs systematically better. Alto-

gether the results presented in this article thus pave the way to the extension of GRN inference

algorithms to methods combining GRN and trajectory inference in an integrated framework.
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2.4 Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.4.1 Gene dynamics

We model gene expression using the framework introduced by Herbach et al. (2017), and later

simplified in the bursty regime (Gaillard & Herbach, 2025; Herbach, 2021; Ventre, 2021). In

this model, a gene is characterized by its amount of mRNA and its level of proteins: mRNA

is synthesized through stochastic transcriptional bursts, and degraded at rate 𝑑0; proteins are

synthesized from mRNA at rate 𝑠1 and degraded at rate 𝑑1. The Bursty model is a piecewise-

deterministic Markov process, with deterministic part given by

⎧{
⎨{⎩

𝑀̇(𝑡) = −𝑑0𝑀(𝑡),

̇𝑃 (𝑡) = 𝑠1𝑀(𝑡) − 𝑑1𝑃(𝑡),
(2.1)

where 𝑀(𝑡) and 𝑃(𝑡) are continuous approximations of the quantity of mRNA molecules and

the amount of protein, respectively, at time 𝑡, and a stochastic part consisting of mRNA bursts

occuring at random timeswith rate 𝑘𝑜𝑛 and random sizes that follow an exponential distribution

(Herbach, 2021; Ventre, 2021).

Within a cell, genes interact with each other via a GRN. Hence, a gene can be activated or

inhibited by itself but also by other genes in the GRN. A burst is assumed to occur for gene 𝑖
at a rate 𝑘𝑜𝑛,𝑖(𝑃1, … , 𝑃𝐺), where 𝐺 is the number of genes in the GRN and (𝑃1, … , 𝑃𝐺) is the
vector of protein levels of all genes in the GRN. The burst rate of gene 𝑖 accounts for a basal

activity parameter 𝛽𝑖 and the influence of other genes in the GRN, expressed via a gene-gene

interaction matrix 𝜃 = {𝜃𝑗𝑖}𝑗,𝑖∈{1,...,𝐺} (Herbach, 2021; 2023), so that

𝑘𝑜𝑛,𝑖(𝑃1, … , 𝑃𝐺) =
𝑘0,𝑖 + 𝑘1,𝑖 exp(𝛽𝑖 + ∑𝐺

𝑗=1 𝜃𝑗𝑖𝑃𝑗)

1 + exp(𝛽𝑖 + ∑𝐺
𝑗=1 𝜃𝑗𝑖𝑃𝑗)

, (2.2)

where 𝑘0,𝑖 and 𝑘1,𝑖 correspond respectively to the minimum and maximum burst frequencies

of gene 𝑖, and 𝜃𝑗𝑖 is the intensity of gene 𝑗 action on gene 𝑖 (Herbach et al., 2017). Parameters

𝜃𝑗𝑖 can be positive or negative, depending on whether gene 𝑗 activates or inhibits gene 𝑖 (Figure
2.10).

Example of GRN: the Toggle Switch. We consider a standard GRN made of two genes, the

so-called “toggle switch” model. The two genes self-activate and inhibit each other, i.e.

𝜃11 = 𝜃22 ≥ 0 and 𝜃12 = 𝜃21 < 0.
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Figure 2.10. Schematic representation of a two-gene GRN based on the Bursty model of gene
dynamics. For each gene 𝑖 = 1, 2, mRNA synthesis is activated with a rate 𝑘𝑜𝑛,𝑖(𝑃1, 𝑃2),
defined in (2.2), and mRNA and protein dynamics follow system (2.1). Parameters of the GRN
are described in the text. In the case of the toggle switch model, the GRN consists of 2 genes
that self-activate (𝜃1,1 > 0 and 𝜃2,2 > 0, green arrows) and inhibit each other (𝜃2,1 < 0 and
𝜃1,2 < 0, red arrows).

This GRN is illustrated in Figure 2.10, while Figure 2.11 illustrates the temporal evolutions of

mRNA and proteins for a toggle switch GRN where gene dynamics obey the Bursty model, com-

putedwith parameter values given in Table 2.1. A deterministic toggle switchmodel would favor

one gene over the other, depending on initial conditions of the system. In this stochastic version

of the toggle switch, one observes that one gene activity always prevails, yet the dominant gene

switches stochastically.

More generally, by modifying the values of the interaction parameters 𝜃𝑗𝑖 in model (2.1)-(2.2),

any two-gene GRN can be implemented (see, for example, Figure 2.6). Extensions to three-gene

GRNs can be straightforwardly implemented (see, for example, Figure 2.7).

Simulations of protein dynamics. Computations of the temporal evolution of protein andmRNA

counts were performed using the Python package Harissa (Herbach, 2023), which implements

an exact simulation procedure for the Bursty model (Gaillard & Herbach, 2025) (Figure 2.11).

This allows to simulate one GRN, hence simulating 𝑁 times the evolution of a GRN results in 𝑁

57



Ce
ll
Tr
aj
ec

to
ry

In
fe
re
nc

e
Ce

ll
Tr
aj
ec

to
ry

In
fe
re
nc

e

Figure 2.11. Temporal evolution of protein and mRNA levels for the toggle switch model. Dy-
namics of one gene are illustrated in yellow, the other in red. Protein levels are displayed on the
upper panel, while mRNA dynamics are displayed in the lower panel.

independent cell trajectories (Figure 2.12).

In order to mimic biological experiments aimed at measuring a GRN activity at given obser-

vation times, we simulate𝑁 times the GRNwith initial conditions 𝐼𝐶𝑀 and 𝐼𝐶𝑃 (see Table 2.1),

select a simulation time 𝑡, and extract all mRNA and proteins counts for all genes.

Throughout this work, we focus on distributions of protein counts only, yet the case of mRNA

distributions is discussed in the last section. We denote by𝜇 the distribution of𝐺 protein counts

in a population of 𝑁 cells at time 𝑡 = 𝑡1 , and 𝜈 the distribution of 𝐺 protein counts in the same

population at time 𝑡 = 𝑡2 , with 𝑡2 > 𝑡1. They are given by:

𝜇 = 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝛿𝑥𝑖
and 𝜈 = 1

𝑁

𝑁
∑
𝑗=1

𝛿𝑦𝑗
,

where 𝛿 is the Dirac distribution, 𝑥𝑖 = (𝑃 𝑖
𝑔(𝑡1))𝑔=1,…,𝐺 is the level of gene 𝑔’s protein in cell 𝑥𝑖

at 𝑡1 and 𝑦𝑗 = (𝑃 𝑗
𝑔 (𝑡2))𝑔=1,…,𝐺 is the level of gene 𝑔’s protein in cell 𝑦𝑗 at 𝑡2. For the sake of

simplicity, when using simulated data cells have the same index in distributions 𝜇 and 𝜈 (i.e., the

𝑖-th component of 𝜇 is associated to the same cell than the 𝑖-th component in 𝜈). Additionally,
the two distributions are jointly normalized (between 0 and 1). Default parameter values are

given in Table 2.1.

2.4.2 Reduced model with analytical solution

In addition to the model introduced in the previous section, for which couplings will be esti-

mated from simulations, we consider a simplified model (reduced Bursty model) that will pro-

vide closed-form couplings. This simplification is achieved in two steps. First, a protein-only

model is derived from a time scale separation of mRNA and proteins corresponding to 𝑑0 ≫ 𝑑1

(i.e., proteins assumed to be more stable than mRNAs). This model is defined by (Friedman
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Figure 2.12. Cell trajectories of four cells driven by a toggle switch. Initial (time 𝑡1 = 0.1h)
location of cells is displayed as purple dots, while their final (time 𝑡2 = 0.5h) location is rep-
resented by green dots. Each grey line is the temporal trajectory of each cell. Parameters are
given in Table 2.1.
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et al., 2006; Herbach, 2023):

⎧{
⎨{⎩

𝑃(𝑡)
𝑘𝑜𝑛
−−→ 𝑃(𝑡) + ℰ(1/𝜂)

̇𝑃 (𝑡) = −𝑑1𝑃(𝑡)
(2.3)

where ℰ is the exponential distribution characterizing the random size of each burst (with mean

value 𝜂), 𝑘𝑜𝑛 is the burst rate and 𝑑1 the degradation rate of proteins, as before. Second, we

consider a particular 1-dimensional case of model (2.3) with a constant 𝑘𝑜𝑛: this setting can

be interpreted either as a single gene with no feedback, or part of a GRN within a time range

sufficiently short so that 𝑘𝑜𝑛(𝑃1, … , 𝑃𝐺) does not vary significantly during this period.

Thismodel turns out to be analytically tractable (see Supplementary File, Section 2.10.1). The

time-dependent distribution of 𝑃(𝑡) knowing 𝑃(0) = 𝑃0 is given by

ℒ(𝑃(𝑡)|𝑃 (0) = 𝑃0) = 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡𝛿𝑒−𝑑1𝑡𝑃0
+ (1 − 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡)𝜈𝑡 (2.4)

where 𝛿𝑒−𝑑1𝑡𝑃0
is the Diracmeasure localized at 𝑒−𝑑1𝑡𝑃0 , and 𝜈𝑡 has a density function 𝑔𝑡(𝑥|𝑃0)

given by

𝑔𝑡(𝑥|𝑃0) = 𝑓𝑡(𝑥 − 𝑒−𝑑1𝑡𝑃0), (2.5)

where

𝑓𝑡(𝑥) = 1
𝜂

(𝑒𝑑1𝑡 − 1)𝑘𝑜𝑛
(𝑒𝑘𝑜𝑛𝑡 − 1)𝑑1

exp(−𝑥
𝜂

𝑒𝑑1𝑡) Φ(𝑘𝑜𝑛
𝑑1

+ 1; 2; (𝑒𝑑1𝑡 − 1)𝑥
𝜂

)1{𝑥≥0},

and Φ denotes the confluent hypergeometric (Kummer’s) function of the first kind.

For numerical applications, we regularize the singular part in (2.4) by replacing it with a normal

distribution with small standard deviation 𝜀 ≪ 1,

ℒ(𝑃(𝑡)|𝑃 (0) = 𝑃0) ≈ 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡𝒩(𝑒−𝑑1𝑡𝑃0, 𝜀2) + (1 − 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡)𝜈𝑡, (2.6)

so that the equality holds when 𝜀 → 0.

2.4.3 Coupling between time points

Let us recall that experimental data would be collections of cell positions in the protein space

at distinct time points, and that the objective of cell trajectory inference is to reconstruct cell

trajectories in this space. Hence, we restrict the problem to two consecutive time points 𝑡1 and

𝑡2. Given two collections 𝑋 = (𝑥1, … , 𝑥𝑁) ∈ (R𝐺
+ )𝑁 and 𝑌 = (𝑦1, … , 𝑦𝑁) ∈ (R𝐺

+ )𝑁 , we

search to construct a matrix 𝑄 = (𝑄𝑖𝑗) ∈ R𝑁×𝑁
+ of probabilities 𝑄𝑖𝑗 that a cell at position 𝑥𝑖

at time 𝑡1 reaches the state 𝑦𝑗 at time 𝑡2 , in the most realistic way. In the following, the matrix

𝑄 will be called a coupling between the collections 𝑋 and 𝑌.
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By solving the Schrödinger problem (see Section 2.4.4), we look for the coupling that is the

closest to a certain reference coupling 𝑅 = (𝑅𝑖𝑗) ∈ R𝑁×𝑁
+ , obtained using the Bursty model

(2.1)-(2.2), while being compatible with the data 𝑋 and 𝑌. For either the model (2.1)-(2.2) or

the Diffusive model, the reference coupling 𝑅 is built by associating to the model a function

being an exact or an approximated version of the transition kernel of the underlying theoretical

process.

Coupling for the reduced Bursty model. In the case of a single gene following model (2.3), we

use the regularized analytical solution (2.6) to compute the probability density of reaching state

𝑦 starting from 𝑥, that is 𝑝𝑡(𝑦|𝑥) defined by

𝑝𝑡(𝑦|𝑥) = 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡ℎ𝑡(𝑦|𝑥) + (1 − 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡)𝑔𝑡(𝑦|𝑥)

where 𝑔𝑡 is defined in (2.5) and

ℎ𝑡(𝑦|𝑥) = 1√
2𝜋𝜀2

exp{−(𝑦 − 𝑒−𝑑1𝑡𝑥)2

2𝜀2 } .

Considering this transition kernel 𝑝𝑡(𝑦|𝑥) and the uniform distribution 𝑝(𝑥) ≡ 1/𝑁 over initial

states (𝑥1, … , 𝑥𝑁), the related reference coupling 𝑅𝐵ref(𝑥, 𝑦), for “reduced Bursty reference

coupling”, is defined as:

𝑅𝐵ref(𝑥, 𝑦) = 1
𝑁

𝑝𝑡2−𝑡1
(𝑦|𝑥)

𝑐(𝑥)

where the normalizing term 𝑐(𝑥) = ∑1≤𝑗≤𝑁 𝑝𝑡2−𝑡1
(𝑦𝑗|𝑥) is defined so that 𝑝𝑡2−𝑡1

(𝑦|𝑥)/𝑐(𝑥)
is a discrete probability distribution over (𝑦1, … , 𝑦𝑁).

Coupling for the non-reduced Bursty model. Given a GRN whose dynamics are given by a

Bursty model (2.1)-(2.2), we construct a corresponding approximated coupling 𝐵ref(𝑥, 𝑦), de-
noted most of the time 𝐵ref , an approximation of its coupling between two collections at two

different time points. It is the reference coupling defined by the probability of reaching 𝑦 when

starting from 𝑥, computed from the Bursty model (2.1)-(2.2).

We estimate 𝐵ref using a Gaussian method (illustrated in Figure 2.13). For each cell 𝑖 in the

initial distribution 𝜇 at 𝑡 = 𝑡1 , we simulate the Bursty model (2.1)-(2.2) 𝑛 times with the cell

𝑖’s coordinates as an initial condition with the same parameters than those used to compute

the simulated data detailed in Table 1 (with one exception, when we test the influence of GRN

parameter values in Section 2.2.2.2: in this case, the parameter values used to compute the

couplings are the ones of the tested GRN, not the ones used to generate simulated data). We

obtain a distribution denoted ̃𝜈 at time 𝑡 = 𝑡2 , representing the potential fates of cell 𝑖. An

estimated density of ̃𝜈 is computed using Gaussian approximation, i.e. we create Gaussian
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Figure 2.13. Schematic of the procedure used for constructing the𝐵ref estimationwith aGaus-
sian method. a. In this example, 𝑁 = 2 and cells 𝑥1 and 𝑥2 (purple dots) are the two cells of
the distribution 𝜇 at time 𝑡1 in protein space. b. Cells 𝑦1 and 𝑦2 (green dots) are the two cells
belonging to the distribution 𝜈 at time 𝑡2 in the protein space. c. The approximated distribution

̃𝜈 is computed for 𝑛 = 6 and cells are displayed as orange circles. d. Gaussian distributions
centered on ̃𝜈 cells generate a smooth distribution (orange areas). e. Probabilities 𝐵𝑟𝑒𝑓(𝑦1|𝑥1)
and 𝐵𝑟𝑒𝑓(𝑦2|𝑥1) are deduced from the construction process.

distributions centered on cells in the distribution ̃𝜈, and we compute the Gaussian kernel of this

distribution using the default parameters of the gaussian_kde() python function. The result is

then divided by the total sum to ensure the resulting distribution is a probability distribution.

Coupling for a Diffusive process. When the underlying model is a Diffusive process, we con-

sider the natural discrete counterpart used in (Lavenant et al., 2024). Specifically, the reference

coupling denoted by 𝐷ref is defined by

𝐷ref(𝑥, 𝑦) = 1
𝐷̄ref

exp(− ‖𝑥 − 𝑦‖2

2𝜎2(𝑡2 − 𝑡1)
)

where 𝜎2 is the diffusion coefficient, ‖𝑥 − 𝑦‖ is the Euclidean distance (here, in protein space)
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between 𝑥 and 𝑦, and 𝐷̄ref is the normalizing constant given by

𝐷̄ref = ∑
1≤𝑖,𝑗≤𝑁

exp(−
‖𝑥𝑖 − 𝑦𝑗‖2

2𝜎2(𝑡2 − 𝑡1)
) .

The value of the diffusion coefficient was chosen to be both relevant and close to the value

used in Schiebinger et al. (2019). The challenge was to consider a 𝜎 large enough to ensure a

fast convergence of the Sinkhorn algorithm, while still capturing sufficiently accurate couplings

(𝐷ref(𝑥, 𝑦) > 0).

2.4.4 Schrödinger problem

In itsmodern formulation, the Schrödinger problem, first introduced in 1932 (Schrödinger, 1932),

aims at minimizing the relative entropy of a coupling with respect to a reference coupling, with

marginal constraints. This problem is deeply linked with OT: when the reference coupling is the

joint law of a reversible Brownianmotion with a given diffusion coefficient between times 𝑡1 and

𝑡2 , then the Schrödinger problem converges towards quadratic OT as the diffusion coefficient

goes to 0 (Christian, 2013; Mariani, 2018).

Let Π and Ψ be two discrete and finite spaces, e.g. Π = {𝑥1, ..., 𝑥𝑁} and Ψ = {𝑦1, ..., 𝑦𝑁}
with 𝑁 ∈ N, the number of cells. We denote by 𝑅 ∈ 𝒫(Π × Ψ), the reference process, where

𝒫(Π × Ψ) is the space of probability measures on Π × Ψ.

Since Π and Ψ are discrete spaces of size 𝑁, then 𝑅 is a 𝑁 × 𝑁 matrix. We denote by

𝑢 ∈ 𝒫(Π) and 𝑣 ∈ 𝒫(Ψ) two uniform vectors of size 𝑁 (each cell has the same weight), and

we search for the process 𝑄 solution of

𝑆𝑐ℎ(𝑅; 𝑢, 𝑣) = argmin
𝑄∈𝒫(Π×Ψ)

{𝐻(𝑄|𝑅); ∀𝑖, 𝑢𝑖 = ∑
𝑗

𝑄𝑖𝑗, ∀𝑗, 𝑣𝑗 = ∑
𝑖

𝑄𝑖𝑗} , (2.7)

where 𝐻 is the relative entropy of 𝑄 with respect to 𝑅 (also called Kullback–Leibler divergence

of 𝑄 from 𝑅) defined by

𝐻(𝑄|𝑅) = ∑
𝑖𝑗

𝑄𝑖𝑗 log(
𝑄𝑖𝑗

𝑅𝑖𝑗
) . (2.8)

This quantity will be called entropy throughout this paper. The Schrödinger problem (2.7) can

be solved with the Sinkhorn algorithm (Peyré & Cuturi, 2019a; Sinkhorn, 1967).

We solve the Schrödinger problem for the reference couplings introduced in Section 2.4.3.

When 𝑅 = 𝑅𝐵ref , we denote by 𝑅𝐵sch its solution, 𝑅𝐵sch ∶= 𝑆𝑐ℎ(𝑅𝐵ref; 𝑢, 𝑣); for the ref-

erence coupling 𝑅 = 𝐵ref , we denote by 𝐵sch its solution, 𝐵sch ∶= 𝑆𝑐ℎ(𝐵ref; 𝑢, 𝑣); and when

𝑅 = 𝐷ref , then we denote 𝐷sch its solution, 𝐷sch = 𝑆𝑐ℎ(𝐷ref; 𝑢, 𝑣).
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2.4.5 Performances of the models.

In order to compare the performances of the Bursty model-based inference method with the

Diffusion-based inference method, we rely on the computation of a standard criterion, the en-

tropy (2.8) between solutions of the Schrödinger problem (2.7). However, to ensure that results

do not depend on the criterion, we also test other criteria measuring the difference between two

stochastic processes.

Entropy between Schrödinger problem solutions. For one-gene GRN, we define

𝐻𝐵,𝑅 ∶= 𝐻(𝐵sch|𝑅𝐵sch) and 𝐻𝐷,𝑅 ∶= 𝐻(𝐷sch|𝑅𝐵sch),

i.e. the entropy between 𝐵sch or 𝐷sch and 𝑅𝐵sch. These values characterize the ability of a

Diffusive process or a Bursty model versus 𝑅𝐵sch to predict cell trajectories correctly. The

process 𝑅𝐵sch is considered as the reference process because it provides an approximation of

the exact probability distribution. In parallel, we compute as a control measure

𝐻𝑅 ∶= 𝐻(𝑅𝐵ref|𝑅𝐵sch)

in order to estimate the error made when performing stochastic simulations.

For two-or-more-gene GRN, we define

𝐻𝐷,𝐵 ∶= 𝐻(𝐷sch|𝐵sch),

the entropy between 𝐷sch and 𝐵sch , in order to evaluate the difference between the ability of

a Diffusive process versus a Bursty model to correctly predict cell trajectories. Similarly to the

one-gene GRN case above, we introduce

𝐻𝐵 ∶= 𝐻(𝐵ref|𝐵sch)

to estimate the error made when performing stochastic simulations.

Values of 𝐻𝐵 should be smaller than 𝐻𝐷,𝐵 values if 𝐵ref and 𝐵sch are closer than 𝐷sch and

𝐵sch. If the Bursty model-based reference process better predicts individual cell trajectories,

the difference between 𝐻𝐵 and 𝐻𝐷,𝐵 will be important.

Due to stochasticity, we perform 100 iterations to compute these quantities and focus on the

mean and standard deviation.

Other difference indicators. To certify that our results do not depend on the choice of the en-

tropy, we also compute the following criteria, for two processes 𝑄 and 𝑅:
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- the Total Variation Distance:

𝐷TV(𝑄, 𝑅) = 1
2

∑
𝑖

∑
𝑗

|𝑄𝑖𝑗 − 𝑅𝑖𝑗|;

- the Jensen–Shannon Divergence:

JSD(𝑄, 𝑅) = (𝐻(𝑄 | 𝑊) + 𝐻(𝑅 | 𝑊))/2,

where 𝑊 = (𝑄 + 𝑅)/2;

- the Frobenius norm:

‖𝑄 − 𝑅‖𝐹 = √∑
𝑖,𝑗

(𝑄𝑖𝑗 − 𝑅𝑖𝑗)2.

2.4.6 Application to Semrau et al. (2017) dataset

We use a time-stamped in vitro dataset from Semrau et al. (Semrau et al., 2017) made of mRNA

counts obtained from scRNA-seq experiments on mouse embryonic stem cells. The dataset

comprises 41 genes whose levels of expression were measured at 9 observation times (0h,

6h, 12h, 24h, 36h, 48h, 60h, 72h and 96h) with approximately hundreds of cells obtained at each

observation time. Genes are listed in Figure 2.9. Ventre et al. (2023) inferred aGRNbased on the

Burstymodel driving the dynamics observed in the dataset. We use this GRN and the associated

parameter values to compute the reference coupling 𝐵ref , similarly to what has been done with

protein inputs but using mRNA counts. Compared to the work done on simulated protein data,

we use a larger number of simulations when constructing the approximated reference process,

𝑛 = 10, 000, while other parameter values are given in Table 2.1.

Given two experimental distributions 𝜇 at time 𝑡1 and 𝜈 at time 𝑡3 , we hereafter describe how

we predict the distribution at time 𝑡2 ∈ (𝑡1, 𝑡3).
By simulating the Bursty model with the GRN from Ventre et al. (2023), we first compute

𝐵ref(𝑡1, 𝑡3), the reference coupling between times 𝑡1 and 𝑡3 , and a reference distribution 𝜌ref at

time 𝑡2. Second, we solve the Schrödinger problem and determine the coupling 𝐵sch(𝑡1, 𝑡3).
We sample cell pairs (𝑥, 𝑦) based on the coupling 𝐵sch(𝑡1, 𝑡3): the goal is to generate a certain

number of pairs for each cell 𝑥 in 𝜇, where the probability of selecting a cell 𝑦 in 𝜈 is determined

by 𝐵sch(𝑡1, 𝑡3). Third, we build an interpolated distribution at 𝑡2 , rooted in distributions 𝜇 and 𝜈,
as described below.

We define the estimated, interpolated distribution at time 𝑡2 as

𝜌est ∶= 𝑇 𝛼∗

𝑡2
#𝐵sch(𝑡1, 𝑡3), (2.9)
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with 𝑇 𝛼∗

𝑡2
∶ (𝑥, 𝑦) ↦ 𝛼∗𝑥 + (1 − 𝛼∗)𝑦 for each pair (𝑥, 𝑦), 𝛼∗ ∈ R𝐺 is an optimized vector and

# is the push-forward function. Details of the optimization procedure leading to the estimation

of 𝛼∗ are provided in Supplementary File. We compare the estimated distribution 𝜌est with the

experimental distribution, using the Earth mover’s distance (EMD), denoted by 𝐸𝑀𝐷𝐵. We

also compute the coupling between the distributions 𝜇 at 𝑡1 and 𝜈 at 𝑡3 using regularised OT

(similarly to WOT (Schiebinger et al., 2019)), denoted by 𝐷sch(𝑡1, 𝑡3). In this case, we use a log-

transform of mRNA counts, we do not account for growth and death since this is not relevant

in this case, and we interpolate a distribution at 𝑡2 as in Schiebinger et al. (2019) by using 𝛼∗ =
(𝑡2−𝑡1)/(𝑡3−𝑡1) = 0.5 in (2.9) for all genes. We then compare the interpolated distribution and

the experimental distribution by computing the EMD, denoted by 𝐸𝑀𝐷𝐷. Finally, we compare

the two distances, 𝐸𝑀𝐷𝐵 and 𝐸𝑀𝐷𝐷 , by computing

Δ𝐸𝑀𝐷 = 𝐸𝑀𝐷𝐷 − 𝐸𝑀𝐷𝐵.
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Table 2.1: Default parameter values.

Description Parameter Value Unit
Number of genes 𝐺 2 genes
Number of cells 𝑁 100 cells
Number of simulations 𝑛 100 simulations
Initial conditions for mRNA counts 𝐼𝐶𝑀 (0, 0) mRNA
Initial conditions for protein counts 𝐼𝐶𝑃 (0, 0) protein
Smoothing standard deviation 𝜀 10−4 protein
Creation rate for proteins of gene 𝑖 𝑠𝑖 10 protein h−1 mRNA−1

Minimum burst frequency of gene 𝑖 𝑘0,𝑖 0 h−1

Maximum burst frequency of gene 𝑖 𝑘1,𝑖 2 h−1

Basal activity of gene 𝑖 𝛽𝑖 5 h−1

Degradation rate of mRNA of gene 𝑖 𝑑0,𝑖 10 h−1

Degradation rate of protein of gene 𝑖 𝑑1,𝑖 5 h−1

Intensity of self-activation of gene 𝑖 𝜃𝑖𝑖 10
Intensity of inhibition of gene 𝑖 𝜃𝑖𝑗 −10
Initial time point in transient state 𝑡1 0.1 h
Final time point in transient state 𝑡2 0.5 h
Diffusion coefficient 𝜎2 0.001/2 protein2 h−1

Precision of Sinkhorn algorithm 0.1

2.5 Data Availability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

All results included in this manuscript can be reproduced using the codes mentioned below

(2.6). Experimental data used in this work have been provided by Semrau et al. (2017) and are

accessible at https://www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/ under accession number GSE79578.

2.6 Code Availability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

All python codes are available at

https://github.com/fourniecl/inference_trajectories_PDMP.
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2.10 Supplementary information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.10.1 Analytical solution for the reduced Bursty model

Let us consider the reduced Bursty model

⎧{
⎨{⎩

𝑃(𝑡)
𝑘𝑜𝑛
−−→ 𝑃(𝑡) + ℰ(1/𝜂),

̇𝑃 (𝑡) = −𝑑1𝑃(𝑡),

where 𝑃(𝑡) is the protein level at time 𝑡, ℰ is the exponential distribution characterizing the

random size of each burst (with mean value 𝜂), 𝑘𝑜𝑛 is the burst rate, assumed to be constant,

and 𝑑1 is the degradation rate of proteins.

We briefly explain how to derive the formula

ℒ(𝑃(𝑡)|𝑃 (0) = 𝑃0) = 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡𝛿𝑒−𝑑1𝑡𝑃0
+ (1 − 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡)𝜈𝑡

where 𝛿𝑒−𝑑1𝑡𝑃0
is the Dirac measure localized at 𝑒−𝑑1𝑡𝑃0 , and 𝜈𝑡 = 𝛿𝑒−𝑑1𝑡𝑃0

∗ 𝜇𝑡 with 𝜇𝑡 the

probability measure defined by the following density function:

𝑓𝑡(𝑥) = 1
𝜂

(𝑒𝑑1𝑡 − 1)𝑘𝑜𝑛
(𝑒𝑘𝑜𝑛𝑡 − 1)𝑑1

exp(−𝑥
𝜂

𝑒𝑑1𝑡) Φ(𝑘𝑜𝑛
𝑑1

+ 1; 2; (𝑒𝑑1𝑡 − 1)𝑥
𝜂

)1{𝑥≥0}, (2.10)

where Φ denotes the confluent hypergeometric (Kummer’s) function of the first kind. Hence the

probability measure 𝜈𝑡 has a density function 𝑔𝑡(𝑥|𝑃0) given by

𝑔𝑡(𝑥|𝑃0) = 𝑓𝑡(𝑥 − 𝑒−𝑑1𝑡𝑃0). (2.11)

The corresponding Markov process (𝑋𝑡)𝑡≥0 , with values in R+ , is characterized by its in-

finitesimal generator 𝐿, defined in Malrieu (2015) Some simple but challenging Markov pro-

cesses, Annales de la Faculté de Sciences de Toulouse, 24, 857–883,

𝐿𝑓(𝑥) = −𝑑1𝑥𝑓 ′(𝑥) + 𝑘𝑜𝑛 ∫
∞

0
(𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥))1

𝜂
𝑒− 1

𝜂 ℎdℎ,

from which an evolution equation for the Laplace transform 𝜙(𝑠, 𝑡) = E[𝑒−𝑠𝑋𝑡 ] can be derived,

leading to the general solution

𝜙(𝑠, 𝑡) = 𝜙(𝑠𝑒−𝑑1𝑡, 0) (1 + 𝜂𝑒−𝑑1𝑡𝑠
1 + 𝜂𝑠

)
𝑘𝑜𝑛
𝑑1

.

The first term in this product can be identified as the Laplace transform of 𝑒−𝑑1𝑡𝑋0 , while the

second term is the Laplace transform of 𝑋𝑡 conditional on 𝑋0 = 0 (i.e., ℒ(𝑋𝑡|𝑋0 = 0)). It
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turns out that the latter can be inverted explicitly using a classical series known as the confluent

hypergeometric function of the first kind (denoted by Φ(𝑎; 𝑏; 𝑧)), which is of practical interest

since this special function is implemented in standard computing libraries such as SciPy. Ma-

nipulation of the series leads to the probability measure

ℒ(𝑋𝑡|𝑋0 = 0) = 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡𝛿0 + (1 − 𝑒−𝑘𝑜𝑛𝑡)𝜇𝑡,

where 𝜇𝑡 has density function 𝑓𝑡(𝑥) given in (2.10), and the final expression (2.10)-(2.11) fol-

lows.

Interestingly, the weight of the singular part (Dirac measure at 𝑒−𝑑1𝑡𝑃0) decreases exponen-

tially with rate 𝑘𝑜𝑛 , in line with the property that in this model, a trajectory ceases to be deter-

ministic precisely when the first burst occurs.
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2.10.2 Sensitivity results

Supp. Figure 1 shows sensitivity results for some parameters of the Bursty model-based infer-

ence method. We focused on the impact on the Entropy 𝐻𝐷,𝐵 of the number of simulations

used to compute 𝐵ref (Supp. Figure 1a), the standard deviation 𝜀 of the Gaussian law in (2.6)

(Supp. Figure 1b), the precision of Sinkhorn algorithm (Supp. Figure 1c) and the truncation used

to avoid zeros in Sinkhorn algorithm (Supp. Figure 1d). Results highlight a weak sensitivity to

variations in these parameters, as long as their values remain reasonable.

Supp. Figure 1. Entropy as a function of hyperparameters. Mean (dots), standard deviation,
min and max values (dashed lines) of 𝐻𝐷,𝐵 (blue), 𝐻𝐵 (red) and 𝐻𝑅 (green, only in b.) are rep-
resented as functions of a. the number of simulations used to compute 𝐵ref; b. 𝜀, the standard
deviation of the Gaussian law in (6); c. the precision of Sinkhorn algorithm; d. the truncation
used to avoid zeros in Sinkhorn algorithm. All other parameters are fixed and given in Table 2.1
(main text).
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Supp. Figure 2 shows sensitivity results for GRN parameters 𝛽𝑖 the basal activity rate, the

half-life of mRNA log(2)/𝑑0,𝑖 , and the half-life of proteins log(2)/𝑑1,𝑖 , of gene 𝑖 (note that all

genes in the Toggle Switch are assumed to have the same parameter values). Their impact on

the entropies 𝐻𝐷,𝐵 and 𝐻𝐵 is limited.

Supp. Figure 2. Entropy as a function of GRN parameters. Mean (dots), standard deviation,
minimum and maximum values (dashed lines) of 𝐻𝐷,𝐵 (blue) and 𝐻𝐵 (red) as functions of a.
the rate of basal activity, 𝛽𝑖; b. the half-life of mRNA, log(2)/𝑑0,𝑖; c. the half-life of proteins,
log(2)/𝑑1,𝑖 , of gene 𝑖 (all genes have the same parameter values by default). All other parame-
ters are fixed and given in Table 2.1 (main text).
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2.10.3 The stationary case

We studied the influence of the time difference 𝑡2 − 𝑡1 on the solutions of the Schrödinger

problem when the system is in a stationary state. To do so, we defined 𝑡1,𝑠𝑡 = 40 h and 𝑡2,𝑠𝑡 ∈
[42; 64] h. Results are displayed in Supp. Figure 3.

Results are similar to the transient state case, except that the 𝐻𝐷,𝐵 curve decreases as 𝑡2,𝑠𝑡

increases. This shows that despite the Diffusive model being less accurate than the Bursty

model to infer trajectories, their performances become comparable when the final distribution

becomes independent of the initial one, that is for large 𝑡2,𝑠𝑡 values.

Supp. Figure 3. Entropies between reference couplings for the toggle switch GRN, in the sta-
tionary state. Mean and standard deviation (straight lines) of 𝐻𝐷,𝐵 (blue) and 𝐻𝐵 (red) are
displayed as functions of the time interval 𝑡2,𝑠𝑡 − 𝑡1,𝑠𝑡. Additionally, minimum and maximum
values over 100 iterations are represented (dashed lines). Other parameters are given in Table
2.1 (main text).
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2.10.4 Interpolation parameter 𝛼 and empirical measures

The interpolation application at time 𝑡2 is defined as

𝑇 𝛼
𝑡2

∶ (𝑥, 𝑦) ↦ 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 𝛼 ∈ R𝐺. (2.12)

The optimized value of 𝛼, denoted by 𝛼∗ , is obtained as the solution of a minimisation problem:

𝛼∗ = argmin
𝛼

ℒ(𝛼),

where the cost function ℒ is the quadratic Wasserstein distance between the empirical distri-

bution 𝜌ref at 𝑡2 and the empirical interpolated distribution 𝑇 𝛼
𝑡2

#𝐵ref(𝑡1, 𝑡3), given by

ℒ(𝛼) ∶= 𝑊 2
2 (𝑇 𝛼

𝑡2
#𝐵ref(𝑡1, 𝑡3), 𝜌ref) .

The optimization is performedwith the Python package geomloss, using the SamplesLoss func-

tion (https://www.kernel-operations.io/geomloss/index.html), and minimization is done with

PyTorch.

Once 𝛼∗ is found, the estimated distribution at time 𝑡2 is defined as

𝜌est ∶= 𝑇 𝛼∗

𝑡2
#𝐵sch(𝑡1, 𝑡3).

In practice, we consider empirical measures. The push-forward function of the reference

coupling by 𝑇 𝛼
𝑡2

is given explicitly by

𝑇 𝛼
𝑡2

#𝐵ref(𝑡1, 𝑡3) = 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝛿𝛼𝑥𝑖+(1−𝛼)𝑦𝑖
,

where 𝑁 is the number of sampled pairs (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) from the coupling 𝐵ref(𝑡1, 𝑡3), that is 𝑁 equals

the number of cells 𝑥 times the number of samples for each cell. 𝛿 denotes the Dirac measure.

Similarly, the reference distribution at time 𝑡2 writes

𝜌ref = 1
𝑚

𝑚
∑
𝑗=1

𝛿𝑧𝑗
, 𝑧𝑗 ∈ R𝐺,

with 𝑚 depending on the number of simulated vectors from the initial distribution 𝜇.
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2.10.5 Comparison of the Bursty model-based inference method and the Diffusion-based infer-

ence method for the experimental data

Supp. Figure 4. EMD between Bursty model-based and Diffusion-based inference methods
and experimental data for each gene in the dataset. The EMDs are computed as described in
Section 2.6, at the interpolated time 𝑡2 = 36h, based on the coupling between times 𝑡1 = 0h
and 𝑡3 = 72h. In blue are shown EMD between the Bursty model-based prediction and the
experimental data, and in red the EMD between the Diffusion-based prediction and the experi-
mental data.

Supp. Figure 4 shows the values of the Earth Mover’s Distances (EMD) between the ex-

perimental data and the inference methods (Bursty model-based inference method in blue,

Diffusion-based inference method in red). They are the EMD used to compute Δ𝐸𝑀𝐷 in Figure

2.9.
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3
Discussion

3.1 Résumé des contributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dans mon travail de thèse, j’ai étudié l’hypothèse selon laquelle le modèle de gènes dit Bursty,

qui permet de décrire une dynamique aléatoire markovienne d’un réseau de régulation génique

générant des séries temporelles réalistes, constituerait une alternative au modèle de diffusion

standard, utilisé classiquement dans la théorie du transport optimal, pour inférer des trajectoires

de différenciation. La méthode d’inférence basée sur le modèle Bursty, que j’ai introduite, s’est

avérée efficace pour capturer les trajectoires cellulaires, avec une plus grande précision que

l’inférence réalisée avec un processus diffusif.

Pour valider cette méthode, j’ai inféré des trajectoires de différenciation sur des données

simulées, à la fois dans l’espace des niveaux de protéines et dans l’espace d’expression des

comptes d’ARNm, et des données expérimentales, dans l’espace d’expression desARNmunique-

ment.

En utilisant des données simulées dans les deux espaces, l’inférence est pertinente même si

les résultats sont meilleurs lorsqu’on utilise les données protéiques. Cela n’est pas surprenant :

les protéines sont des molécules plus stables, dont les dynamiques sont plus lentes et plus

régulières, ce qui les rend plus compatibles avec le cadre des processus de Markov sur lequel

repose le modèle Bursty. En revanche, les ARNm présentent une variabilité plus élevée et une

demi-vie plus courte. Ce contraste motive les réflexions sur la réduction du modèle discutées

plus bas.

Pour les données expérimentales de Semrau et al. (2017), l’interpolation réalisée avec la

méthode d’inférence basée sur le modèle Bursty a donné de meilleurs résultats que celle réal-

isée avec la méthode d’inférence basée sur la diffusion. Toutefois, on note que la méthode
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d’inférence basée sur la diffusion fonctionne bien lorsque les observations sont effectuées sur

une courte période et lorsque l’activité des gènes est faible. En revanche, lorsque les observa-

tions sont effectuées sur des périodes plus longues et que les gènes présentent une activité

importante, la méthode d’inférence basée sur le modèle Bursty est systématiquement plus per-

formante.

Ce travail illustre plus généralement l’intérêt d’incorporer une connaissance mécaniste du

système biologique dans le processus d’inférence. L’utilisation d’un processus de référence

prenant en compte les dynamiques biologiques permet d’orienter les couplages vers des trajec-

toires cohérentes avec la dynamique sous-jacente. Dans ce chapitre, je discute certains aspects

de mon travail et présente quelques perspectives.

3.2 Prétraitement des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dans cette section, je discute les choix que j’ai faits quant au prétraitement des données. Les

données simulées dans cette thèse sont des données générées à partir du modèle Bursty, et

les données expérimentales sont issues d’une expérience de scRNA-seq réalisée par Semrau

et al. (2017). Dans les deux cas, une étape de prétraitement sur les valeurs d’expression des

gènes a été réalisée avant de réaliser l’inférence.

Pour les données simulées comme pour les données expérimentales, j’ai normalisé les don-

nées par rapport à chaque expérience. J’ai fait une mise à l’échelle en divisant les valeurs d’une

distribution par son maximum (par exemple, la distribution 𝜇 est normalisée par 𝑚𝑎𝑥(𝜇)). J’ai
choisi de normaliser les données principalement afin de m’appuyer sur l’état de l’art ; en effet,

WOT (Schiebinger et al., 2019) et les travaux qui s’en sont inspirés (TrajectoryNet (Tong et al.,

2020), MIOFlow (Huguet et al., 2022), CellOT (Bunne et al., 2023)…) normalisent leurs données.

Ensuite, j’ai normalisé pour faciliter la comparaison des analyses : toutes les trajectoires sont

ainsi à la même échelle transcriptomique, quel que soit le processus de référence utilisé ou

les intervalles de temps étudiés. Enfin, pour des temps longs (plus d’une heure), la mesure

de l’entropie sans normalisation présentait une variance bien plus élevée que celle avec nor-

malisation. Il est toutefois important de souligner que cette étape implique que les résultats

d’inférence sont obtenus sur des trajectoires dans un espace normalisé, et non dans l’espace

d’expression des gènes par défaut.

Pour les données expérimentales, j’ai en plus appliqué une transformation logarithmique, telle

que la valeur 𝑥𝑔 , l’expression d’un gène 𝑔 d’une cellule 𝑥, soit associée à la quantité 𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑔 −1).
Cette transformation est classique en analyse de données scRNA-seq (Anscombe, 1948; Har-

rison, 2017), elle permet de ramener à une même échelle des différences d’expression dans les
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gènes. En effet, il ne faudrait pas qu’un gène sur-exprimé prédomine et gomme les variations

significatives des gènes moins exprimés. Cette transformation n’a pas été appliquée aux don-

nées simulées car celles-ci sont générées directement par le modèle Bursty dans un espace

restreint et normalisé. Il ne me semblait pas nécessaire d’appliquer cette transformation en

plus pour des données simulées.

Pour conclure cette section, la normalisation est plutôt un choix de praticité pour l’analyse

tandis que la transformation logarithmique est un choix plus important pour la cohérence dans

le traitement des données.

3.3 Modélisation et paramétrisation du processus diffusif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dans le Chapitre 2, on a comparé les résultats obtenus par l’inférence avec le processus de

référence à base du modèle Bursty aux résultats obtenus avec le processus diffusif. Aucun

travail n’utilise directement le problème de Schrödinger pour l’inférence de trajectoire, et on a

cherché à comparer notre méthode à l’état de l’art (section 1.5). Dans cette section, je discute

des choix de paramétrisation que nous avons dû faire pour paramétrer le processus de diffu-

sion. Le but n’était pas de trouver le processus de référence de diffusion qui infère le mieux les

trajectoires cellulaires, mais de paramétrer un processus qui reflète au mieux l’état de l’art, pour

le comparer à la méthode d’inférence basée sur le modèle Bursty.

Les paramètres du processus diffusif utilisés ont été choisis pour être cohérents avec la dis-

tance euclidienne utilisée dans l’état de l’art, en particulier dans le travail de Schiebinger et al

(2019), et compatibles avec notre formalisme. La valeur du coefficient de diffusion,𝜎2 dans l’ex-

pression (1.5), doit être la plus petite possible pour la convergence de l’algorithme de Sinkhorn,

tout en maintenant une réalité biologique, c’est à dire capturer des couplages suffisamment

précis. Si on avait choisi un 𝜎2 trop grand, le processus de diffusion aurait permis aux cellules

de diffuser dans tout l’espace et les couplages trouvés n’auraient pas du tout été spécifiques,

toutes les cellules auraient été couplées entre elles. À l’inverse, un 𝜎2 trop petit permet d’at-

teindre un espace trop restreint ; 𝐷ref(𝑥, 𝑦) est proche de 0, pour tout 𝑥 et 𝑦, les cellules ne se

coupleraient pas. La valeur du coefficient de diffusion a été choisie pour être à la fois pertinente

et proche de la valeur utilisée dans Schiebinger et al. (2019) : 2𝜎2 = 0.001.
Il existe d’autres manières de modéliser le processus diffusif, il peut aussi être associé au

noyau de la chaleur. Nous n’avons pas choisi ce formalisme, car il n’est pas restreint à R𝐺
+ , où

𝐺 est le nombre de gènes (et de dimensions).

La paramétrisation du processus diffusif a un impact sur l’évaluation de laméthode. On aurait

pu choisir un cadre plus avantageux pour la paramétrisation du processus diffusif comme un

exemple de GRN sans inhibition, optimiser le coefficient de diffusion, regarder des temps plus
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courts ou appliquer la méthode sur un espace réduit par analyse en composantes principales

(ACP). Mais le processus diffusif ne sert que de comparaison avec les méthodes de l’état de

l’art. Ainsi, les resultats obtenus ne sont pas les plus optimaux pour le processus diffusif mais

les plus cohérents avec la littérature.

3.4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dans cette section, je rappelle certaines des hypothèses faites pour la modélisation et propose

des pistes de réflexions et d’améliorations pour alléger les hypothèses. D’abord, je vais plus

loin en abordant le cas où les distributions sont en état stationnaire. Ensuite, je discute le fait

que mon travail soit réalisé principalement sur des données protéiques alors que les données

de scRNA-seq sont des données ARNm. Aprés, je propose des pistes pour inclure la proliféra-

tion et la mort. De plus, je présente une nouvelle technologie qui pourrait fournir des données

alternatives aux données simulées pour tester la méthode, de façon plus réaliste. Et enfin, je

propose une extension du modèle Bursty pour inclure l’aspect spatial de la différenciation.

3.4.1 Étude des clusters dans le cas de la distribution stationnaire

Dans cette section, je reviens sur l’analyse des résultats en état stationnaire de la section 2.10.3,

pour l’approfondir. Cette analyse permet de proposer une autre manière de tester la méthode

en profitant de la structure particulière de l’état stationnaire du toggle-switch.

Dans le cas stationnaire (comme détaillé dans la section 1.8.3), c’est à dire après un cer-

tains temps de simulation, on observe deux clusters de cellules : la distribution stationnaire

est bimodale. Les cellules évoluent soit au sein de leur cluster (la quantité d’une seule protéine

augmente ou diminue, tandis que l’autre est très peu exprimée), soit entre les deux clusters

(une protéine prend l’avantage sur l’autre). J’étudie les regroupements en cluster de cellules

caractéristiques du toggle-switch en état stationnaire.

Étudier la capacité de la méthode d’inférence basée sur le modèle Bursty à retrouver ces re-

groupements en cluster est une autre alternative pour déterminer sa performance. On s’attend à

ce que laméthode trouve des couplages qui ne sont pas individuellement exactsmais soient au

sein du même cluster. La reconstruction des couplages individuels n’est pas le but recherché.

En effet, dans les données expérimentales, il n’y a pas de couplage réel deux à deux.

Les résultats sur des données simulées présentés dans la section 2.2 reposent principale-

ment sur des temps courts, proches du temps initial. Le choix de 𝑡1 et 𝑡2 proches de 0 implique

que la dynamique n’a pas atteint son équilibre, c’est ce que j’ai appelé l’état transitoire. Quand

𝑡1 et 𝑡2 sont suffisamment grands (dans le cas des protéines du toggle-switch, c’est au-delà

de 5h), on observe deux clusters de cellules. La dynamique du réseau fait que, pour la plupart
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Figure 3.1. Dans l’espace d’expression des protéines, une cellule commence à 𝑡1 (l’étoile vio-
lette) et termine à 𝑡2 (l’étoile verte). Les points représentés sont lesmeilleurs couplages trouvés
avec 𝐵𝑠𝑐ℎ partant de la cellule initiale à 𝑡1. Plus la couleur est foncée plus la probabilité du cou-
plage est élevée.

des cellules, une seule des deux protéines est exprimée ; ainsi, les deux clusters correspondent

aux deux cas où la protéine 1 ou la protéine 2 est exprimée. Les deux clusters ne sont ni fixés

ni délimités au cours du temps ; les cellules évoluent soit au sein de leur cluster, la quantité

d’une seule protéine augmente ou diminue tandis que l’autre est très peu exprimée, soit en-

tre les deux clusters, une protéine prend l’avantage sur l’autre. Ces deux regroupements sont

caractéristiques de la dynamique dite stationnaire du toggle-switch.

Après avoir évalué les performances de la méthode d’inférence basée sur le modèle Bursty en

régime stationnaire, dans la section 2.10.3, j’ai étudié plus en détail le comportement du toggle-

switch dans ce régime stationnaire. Je propose une discussion plus approfondie de la capacité

du modèle Bursty à capturer les dynamiques entre et au sein des clusters.

La Figure 3.1 illustre le comportement d’une cellule de la distribution 𝜇, en position 𝑥0 à 𝑡1

et 𝑦0 à 𝑡2 , dans la distribution 𝜈. Cette cellule change de clusters entre 𝑡1 et 𝑡2. La Figure 3.1

représente les 25 meilleurs couplages identifiés par la méthode d’inférence basée sur le modèle

Bursty, nuancés en fonction de leur probabilité. Même si le couplage de la méthode d’inférence

faite avec le modèle Bursty ne retrouve pas le vrai couplage individuel (𝑥0, 𝑦0), on voit qu’il at-

tribue une probabilité plus élevée aux cellules dumême cluster que 𝑦0. Les cellules avec la plus

81



Di
sc

us
sio

n
Di
sc

us
sio

n
Di
sc

us
sio

n

forte probabilité (points foncés) sont proches de la cellule 𝑦0 (étoile verte). La Figure 3.1montre

que la méthode d’inférence capture bien la structure des clusters et retrouve correctement le

cluster correspondant dans ce cas, même si elle ne peut pas identifier précisément le devenir

des cellules individuellement. Cette illustration est un cas pour une cellule, je cherche à voir si

cet exemple est représentatif et que la conclusion est générale. Le cas de 𝑥0 présenté dans la

Figure 3.1 est un cas idéal, où en faisant le test de Pearson1 , la valeur de 𝑟 avoisine les −0.78
(avec une valeur p de 𝑝 = 3 × 10−21).

Au-delà de l’exemple d’une seule cellule, la Figure 3.2A. représente l’ensemble des cellules

𝑦𝑖 de 𝜈 en fonction de la distance euclidienne avec 𝑦0 en abscisses et la valeur du couplage

𝐵𝑠𝑐ℎ(𝑥0, 𝑦𝑖) en ordonnées. Le couplage réél est entre 𝑥0 et 𝑦0 , je cherche à évaluer si les 𝑦𝑖

avec une valeur élevée de 𝐵𝑠𝑐ℎ sont proches de 𝑦0. Idéalement, les couplages de forte prob-

abilité devraient correspondre à de faibles distances euclidiennes : un point en haut à gauche

du graphe indique que le couplage le plus probable est également le plus proche du couplage

réel. On aimerait qu’il y ait une corrélation négative entre la distance euclidienne avec 𝑦0 et la

valeur du couplage 𝐵𝑠𝑐ℎ(𝑥0, 𝑦𝑖). En faisant le test de Pearson pour l’ensemble des cellules, on

obtient 𝑟 = −0.0718, avec une valeur p de 6.5 × 10−13. La corrélation est faiblement négative.

Comme le montre le test de Pearson, une forte corrélation négative n’est pas systématique, ce

qui indique quemajoritairement, laméthode d’inférence basée sur le modèle Bursty capture bien

la structure globale du cluster, mais pas systématiquement et demeure imprécise au niveau des

trajectoires individuelles.

J’ai representé les mêmes quantités pour la méthode basée sur le processus diffusif dans

la Figure 3.2B. Les valeurs de 𝐷𝑠𝑐ℎ sont concentrées autour de zéro pour la grande majorité

des cellules, avec quelques valeurs extrêmes à de grandes distances. Le test de Pearson pour

l’ensemble des cellules, aboutit à 𝑟 = −0.0446, avec une valeur p de 8.1 × 10−6. La corrélation

est légèrement moins négative avec 𝐷𝑠𝑐ℎ qu’avec 𝐵𝑠𝑐ℎ. Le processus diffusif répartit les prob-

abilités uniformément sur l’ensemble des cellules, sans distinction entre les deux clusters. Il

est doncmoins capable de capturer les transitions entre les clusters alors que le modèle Bursty

le fait.

Ces résultats s’ajoutent aux résultats de la section 2.10 et donnent des informations plus ex-

plicites sur les couplages que l’entropie. Ils soutiennent également que la méthode d’inférence

basée sur le modèle Bursty constitue une meilleure approximation pour l’inférence des trajec-

toires cellulaires en régime stationnaire que le processus diffusif (Figure 3.2B.), notamment

pour les transitions entre les clusters.

1Le test de corrélation de Pearson examine la relation entre deux variables (Pearson, 1900). Le coefficient de cor-
rélation est la variable 𝑟 qui en fonction de son signe indique si la corrélation est positive ou négative.
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A.

B.

Figure 3.2. Distribution des cellules de 𝜈 en fonction de la valeur du couplage 𝐵𝑠𝑐ℎ (A.) ou de la
valeur du couplage 𝐷𝑠𝑐ℎ (B.), et de leur distance euclidienne avec 𝑦0 (le vrai couplage). Chaque
couleur correspond à l’indice de la cellule 𝑦𝑖 couplée à 𝑥0. Les lignes pointillées représentent la
moyenne de l’axe correspondant. Lesmoyennes pour la valeur du couplage𝐵𝑠𝑐ℎ est 9.5×10−05

et pour la valeur du couplage 𝐷𝑠𝑐ℎ est 8.5 × 10−05 et la moyenne de la distance euclidienne
avec 𝑦0 est 0.31.
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3.4.2 Choix des conditions initiales lors de la construction du modèle Bursty et réduction du

modèle

Le modèle Bursty décrit conjointement les quantités d’ARNm et de protéines. On a démontré,

grâce aux simulations, qu’inférer des trajectoires d’ARNou de protéines par diffusion étaitmoins

efficace qu’avec l’inférence basée sur le modèle Bursty. Or, la technologie du scRNA-seq donne

des informations sur les quantités d’ARNm. Je discute de l’impact du choix des conditions

initiales lors de la construction du modèle Bursty et propose une perspective pour l’améliorer

en réduisant le modèle Bursty.

Si on ne se concentre que sur les données protéiques dans le modèle Bursty complet, dans la

construction de 𝐵𝑟𝑒𝑓 , j’initialise les protéines par les valeurs de la distribution initiale et l’ARNm

à 0. L’initialisation de l’ARNm à 0 n’a pas réellement d’impact sur la dynamique. En effet, quatre

situations peuvent se présenter : soit les protéines activatrices sont déjà exprimées, auquel

cas la probabilité du burst est élevée et perpétue la dynamique ; soit elles sont peu exprimées,

et la probabilité de burst reste faible, mais la dynamique reste cohérente. De même, soit les

protéines inhibitrices sont déjà exprimées et réduisent la probabilité de burst, soit elles ne le

sont pas et la dynamique est préservée. Dans tous les cas, la dynamique est principalement

pilotée par l’état protéique, et l’ARNm à 0 est une perturbation rapidement absorbée.

Cependant, la simulation des ARNm en l’absence de données de protéines soulève des ques-

tions, notamment quant au choix des conditions initiales du modèle Bursty lors de sa construc-

tion. En effet, lors du calcul du processus de référence 𝐵𝑟𝑒𝑓 pour les données simulées, on

considère les coordonnées des cellules dans l’espace d’expression des gènes comme condi-

tions initiales pour l’ARNmet on associe 0 aux protéines, valeur par défaut d’HARISSA (Herbach,

2021). Le choix de 0 pour les protéines a un effet négatif direct sur la dynamique de l’ARNm, car

les taux de protéines interviennent directement dans le calcul du taux 𝑘𝑜𝑛. Une concentration

de protéine nulle impact la régulation. Or, cette initialisation n’est pas la seule envisageable : on

pourrait, par exemple, initialiser les protéines à une valeur conditionnelle de l’ARNm observé, ou

encore les tirer aléatoirement. C’est en effet ce qu’on a fait pour les données expérimentales, on

a associé des valeurs aléatoires à la condition initiale des protéines (selon le logarithme de la loi

Gamma-Poisson en fonction des taux de burst minimal et maximal du gène (𝑘0 et 𝑘1) ) ; cette

solution permet d’atténuer l’effet répressif artificiel des protéines. Cette solution reste toutefois

une approximation. Le choix des conditions initiales lors de la construction du processus est

un axe pour améliorer les résultats sur les données ARNm. La perspective envisagée est de

réduire le modèle Bursty.

Dans la section 2.4 une version du modèle fondée uniquement sur les protéines a été pro-

posée, mais la technologie du scRNA-seq donne des informations sur les quantités d’ARNm, il

paraît naturel de se concentrer uniquement sur ces données. Cependant, il n’est pas possible
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de réduire le modèle Bursty à un modèle ne prenant en compte que l’ARNm tout en préservant

les propriétés mathématiques, car les ARNm sont généralement beaucoup moins stables que

les protéines et ne permettraient donc pas de préserver la propriété markovienne du réseau de

régulation génique. Leur demi-vie est typiquement beaucoup plus faible que celle des protéines,

de l’ordre de 5 fois moins importante.

Face à cette contrainte, une piste consiste à apprendre conjointement la distribution des

protéines et l’inférence des trajectoires des données expérimentales, en traitant les protéines

comme des variables latentes à inférer à partir des données d’ARNm. C’est précisément l’ap-

proche proposée dans CardamomOT (Maugé & Ventre, 2026), une extension récente de CAR-

DAMOM. Les auteurs ont développé un modèle qui reconstruit les trajectoires protéiques non

observées en les considérant comme des variables latentes apprises simultanément à l’in-

férence faite avec le transport optimal. Cette formulation présente l’avantage de ne plus néces-

siter de spécifier manuellement les conditions initiales des protéines : celles-ci sont déduites

demanière cohérente à partir des données d’ARNmet de la structure dumodèle dynamique. On

ne peut pas adapter directement cette méthode avec la résolution du Problème de Schrödinger

et le modèle Bursty. Mais, une autre possibilité, qui s’inspire de la logique de CardamomOT en

conservant le travail fait sur le modèle Bursty, consiste à transporter une variable latente dé-

duite de l’ARNm, plutôt que les protéines directement. L’idée serait de construire une variable

latente à partir des données scRNA-seq, puis d’inférer les trajectoires de protéines à partir de

cette variable latente, en utilisant le processus de référence présenté dans cette thèse. Cette

approche peut soulever des questions sur l’interprétabilité des trajectoires des variables pro-

téiques latentes ; mais elle permet de retirer la contrainte des conditions initiales des protéines

et d’utiliser le modèle Bursty dans son intégralité, tout en conservant sa propriété markovienne.

Cette approche pourrait constituer une direction d’extension de la méthode présentée dans ce

travail.

3.4.3 Prise en compte de plusieurs intervalles de temps

Dans le Chapitre 2, on a résolu le problème de Schrödinger entre deux temps. La méthode

d’inférence basée sur le modèle Bursty a été conçue pour ce cadre ; si on veut utiliser la méthode

entre plusieurs temps, il faut réaliser l’inférence plusieurs fois, entre deux temps consécutifs.

Serait-il envisageable de généraliser cette approche ? En effet les couplages trouvés deux à

deux sont indépendants.

D’un point de vue théorique, le problème de Schrödinger est bien posé pour plusieurs margi-

nales (≥ 2) et pour trouver sa solution, il existe un analogue multi-marginal de l’algorithme de

Sinkhorn, qui fonctionne en balayant cycliquement lesmarginales (Chen et al., 2019) (Figure 1.6

et Algorithme 1.1). Ce cadre permet de chercher un seul processus de référence qui pourrait
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s’appliquer à l’ensemble des intervalles de temps et résoudre le problème de manière globale.

La difficulté réside dans la construction d’un processus de référence multi-marginal.

Dans le cadre à deux marginales, le processus de référence est construit avec le modèle

Bursty à partir de la distribution 𝜇 en condition initiale. Il faudrait pouvoir implémenter, en

plus, une condition “intermédiaire” : la condition à passer par des distributions intermédiaires,

comme des “points d’étapes” obligatoires. Aujourd’hui, HARISSA, qui est utilisé pour résoudre

numériquement lemodèle Bursty, ne le permet pas. Onpourrait utiliser un processus de référence

entre le temps initial et le temps final, et s’en servir pour approcher par interpolation les distri-

butions intermédiaires.

Soient 𝜇, 𝜌 et 𝜈, trois distributions marginales aux temps respectifs 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3. Dans la

même logique que l’interpolation réalisée entre deux distributions, en simulant le modèle Bursty

avec la distribution 𝜇 en condition initiale, je peux extraire plusieurs nouvelles distributions :

̃𝜌, à 𝑡2 , et ̃𝜈, à 𝑡3 , et les comparer aux distributions 𝜌 et 𝜈. L’avantage de cette méthode est

que je réduis le temps computationnel car je simule une fois le processus pour trois temps

au lieu de deux. Mais la limitation de cette méthode est peut être que je dois augmenter le

nombre de simulations pour trouver des trajectoires qui respectent les trois conditions : initiale,

intermédiaire et finale.

3.4.4 Prise en compte de la mort et la prolifération

La méthode introduite dans ce travail omet de prendre en compte explicitement la mort et la

prolifération cellulaires. Pourtant, elle ne nécessite pas d’avoir le même nombre de cellules

dans les distributions initiale et finale, ce qui permet déjà de traiter partiellement ce cas. En

effet, quel que soit le nombre de cellules impliquées, la méthode d’inférence peut coupler une

cellule de la distribution de départ à plusieurs cellules de la distribution d’arrivée, ce qui peut

être interprété comme une unique cellule à 𝑡1 se divisant et générant des cellules clonales à

𝑡2. On pourrait associer ce phénomène à la prolifération. De plus, certaines cellules peuvent

ne pas être couplées à des cellules à l’arrivée, ce qui peut être interprété comme une forme de

mort cellulaire entre les deux temps d’observation. Ce phénomène est toutefois rare, car les

couplages sont obtenus en utilisant l’algorithme de Sinkhorn qui a pour propriété d’empêcher

ce type de situation (Algorithme 1.1).

Cela étant dit, il convient de souligner une limitation venant du type de données utilisées

pour réaliser l’inférence : la technologie ScRNA-seq détruit les cellules utilisées pour réaliser

les comptages. Il ne s’agit donc pas de reconstituer avec précision des lignées cellulaires indi-

viduelles, mais plutôt d’inférer des trajectoires populationnelles à partir de snapshots.

D’autres expériences moins agressives pour les cellules, comme la cytométrie en flux (sec-

tion 1.3), permettent de suivre les mêmes cellules au cours du temps sans les détruire, et donc
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d’accéder directement aux lignées cellulaires. Une nouvelle technologie (présentée dans la sec-

tion 3.4.5) ou des jeux de données plus riches (données ARN et données sur les lignées cellu-

laires comme moslin (Lange et al., 2024)) peuvent permettre d’inclure de l’information sur la

dynamique cellulaire.

Concrètement une extension simple pourrait être de modifier le poids des cellules dans l’al-

gorithme de Sinkhorn 1.1, i.e. les valeurs des vecteurs 𝑢 et 𝑣. Si on augmente le poids d’une

cellule de la distribution de départ elle a plus de chance de se coupler avec plusieurs cellules à

l’arrivée, comme si elle se divisait. Et si on attribue une très faible valeur à une cellule de la dis-

tribution de départ, elle a peu de chances de se coupler, comme si elle mourait. Cette extension

reste néanmoins limitée : elle ne permet pas d’incorporer directement une information sur les

lignées cellulaires individuelles.

3.4.5 Raman2RNA

Une dernière piste pour améliorer la validation de la méthode d’inférence basée sur le mod-

èle Bursty consiste à comparer les couplages obtenus avec des données d’ARNm temporelles

issues de la technologie Raman2RNA (Kobayashi-Kirschvink et al., 2024). Raman2RNA est

une nouvelle méthode permettant de mesurer l’ARNm en continu, sans lyse des cellules. Ra-

man2RNA mesure, par microscopie Raman hyperspectrale, une cellule unique afin d’obtenir un

spectre. La microscopie Ramanmesure les niveaux d’énergie vibrationnels desmolécules (pro-

téines, acides nucléiques et métabolites). Les auteurs entraînent un réseau de neurones afin

d’établir un lien entre le spectre RAMAN et les données ScRNA-seq. Le principe consiste à dé-

duire les informations transcriptomiques à partir du spectre RAMAN. Pour entraîner le réseau,

les auteurs mesurent d’abord le spectre Raman, puis lysent la cellule in vitro afin d’obtenir les

données scRNA-seq correspondantes. Ainsi, on peut suivre les cellules par spectroscopie RA-

MANen fonction du temps, sans destruction des cellules ni contraintes sur le nombre d’observa-

tions dans le temps, et en déduire l’évolution des transcriptomes au cours du temps. Kobayashi-

Kirschvink et al. (2024) appliquent leur méthode à des données de fibroblastes de souris ; la

technologie étant récente, on peut espérer que les applications s’étendent à d’autres données.

La limitation est que les données proviennent uniquement de cellules observées en 2D et in

vitro. Cette technologie supprime les contraintes des pas de temps et offre une évolution tem-

porelle continue. Ces données constituent une validation plus réaliste que les données simulées

présentées dans la sous-section 1.8.3.

3.4.6 Intégration de l'aspect spatial

La méthode présentée dans le Chapitre 2 omet l’aspect spatial de la différenciation. Or, la dif-

férenciation cellulaire est induite par des facteurs extrinsèques, comme la communication en-
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tre les cellules, les signaux chimiques et mécaniques de l’environnement (Engler et al., 2006;

Morrison & Spradling, 2008). Une perspective d’amélioration est de s’inspirer des travaux de

Merkt et al. (Merkt et al., 2025) : Waddington spatial, pour modéliser les facteurs extrinsèques

de la différenciation. Waddington spatial modélise le processus de différenciation en intégrant

explicitement la communication intercellulaire en couplant des EDO et EDP pour simuler les

interactions entre la densité cellulaire et la concentration de ligands. Pour chaque cellule, les

auteurs couplent des équations : une équation indique l’état de différenciation dans le paysage

deWaddington, et d’autres équationsmodélisent la dynamique des ligands, considérés comme

les outils de communication cellulaire. Deux types de données de cellules dendritiques sont

utilisés, issus de Shalek et al. (2014) : ”in-tube” où les cellules communiquent et ”on-chip” où

les cellules sont isolées physiquement et ne communiquent pas. Pour chaque jeu de données,

des cellules sont étudiées au fur et àmesure avec le ScRNA-seq et les signaux sont étudiés avec

les données ”in-tube”. Les auteurs confirment que les interactions façonnent les trajectoires de

différenciation. Pour adapter notre méthode, une possibilité serait de coupler le modèle Bursty

avec la concentration de ligands. J’intégrerais l’aspect spatial en modélisant la concentration

de ligands, 𝑙(𝑡, 𝑠) qui dépend du temps 𝑡 et de l’espace 𝑠 en s’inspirant des travaux de Merkt et

al. (2025).

Et j’incorpore la concentration de ligands dans le taux 𝑘𝑜𝑛 du modèle Bursty (1.4) de la façon

suivante :

𝑘𝑜𝑛,𝑖(𝑃1(𝑡), … , 𝑃𝐺(𝑡), 𝑙(𝑡, 𝑠)) =
𝑘0,𝑖 + 𝑘1,𝑖 exp(𝛽𝑖 + ∑𝐺

𝑗=1 𝜃𝑗𝑖𝑃𝑗(𝑡) + 𝜙𝑖 𝑙(𝑡, 𝑠))

1 + exp(𝛽𝑖 + ∑𝐺
𝑗=1 𝜃𝑗𝑖𝑃𝑗(𝑡) + 𝜙𝑖 𝑙(𝑡, 𝑠))

,

𝜙𝑖 est une constante qui représente l’impact du ligand sur le gène 𝑖. Si le gène est inducteur de

différenciation, 𝜙 est positif, si le gène est répresseur de différenciation, 𝜙 est négatif ou si le

gène n’a pas ou peu d’impact, 𝜙 est proche de 0. L’incorporation de la concentration de ligands

dans le coefficient 𝑘𝑜𝑛 permettrait que lemodèle Bursty soit dépendant du temps et de l’espace.

Si je choisis d’adapter la méthode avec cette extension, il faudrait étudier si le problème est

bien posé, pour cela, je pourrais m’inspirer des travaux de Austin (2008) et Buckwar et Riedler

(2011). Cette extension suppose que la concentration des ligands ne dépende pas du niveau

de différenciation des cellules, il faudrait alors dans un second temps l’intégrer. Pour cela, on

pourrait considérer que la sécrétion des ligands serait déclenchée par un noeud du réseau de

gènes.
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RÉSUMÉ

La différenciation cellulaire est un processus biologique dynamique qui conduit une cellule
à acquérir une identité cellulaire particulière. Récemment, le séquençage d’ARN en cellules
uniques a permis de mesurer simultanément les niveaux d’expression génique à des instants
précis de ce processus pour un grand nombre de cellules et de gènes. La répétition de ces
mesures à différents moments permet d’accéder à la variation temporelle d’une distribution
dans l’espace d’expression génique. La plupart des techniques de mesure étant destructives,
l’inférence de trajectoires de différenciation cellulaire vise à reconstituer le processus de dif-
férenciation au sein de chaque cellule de la population. Les travaux existants supposent que
les cellules évoluent dans l’espace d’expression génique par diffusion. Or, la dynamique réelle
des gènes est bien plus complexe.

Dans mon travail de thèse, j’ai développé une méthode pour inférer une trajectoire de dif-
férenciation cellulaire à partir de données issues de séquençage d’ARN en cellules uniques, en
m’appuyant sur la résolution du problème de Schrödinger et un modèle de gènes mécaniste et
stochastique générant des dynamiques réalistes. La méthode repose sur la construction d’un
processus de référence pour le problème de Schrödinger à partir du modèle de gènes appliqué
à un réseau de régulation génique, appelé modèle Bursty.

En comparant les solutions du problème de Schrödinger obtenues avec un processus de
référence diffusif et un processus de référence basé sur le modèle Bursty, j’ai établi la per-
tinence de cette nouvelle méthode, d’abord à partir de données simulées et d’un modèle de
gènes simple, puis à partir de données expérimentales et d’un réseau de gènes complexe. Ce
travail illustre donc l’intérêt d’intégrer une connaissance mécaniste du système biologique à la
méthode d’inférence pour permettre une inférence plus réaliste et, in fine, plus pertinente de la
différenciation cellulaire.

Mots-clés : Inférence de trajectoire, modèle d’expression génique, réseau de régulation génique,
problème de Schrödinger, différenciation cellulaire, données en cellules uniques.

ABSTRACT
Cell differentiation is a dynamic biological process that leads a cell to acquire a specific cellu-
lar identity. Recently, single-cell RNA sequencing has enabled simultaneous measurement of
gene expression at specific points in this process across a large number of cells and genes. Re-
peating these measurements at different times provides insight into the temporal variation of a
distribution in the gene expression space. Sincemostmeasurement techniques are destructive,
the goal of inferring cell differentiation trajectories is to reconstruct the differentiation process
at the level of each cell in the population. Existing work assumes that cells evolve, within the
gene expression space, via diffusion. However, the actual dynamics of gene expression are far
more complex.

In my PhD thesis, I developed a method for inferring a cell differentiation trajectory from
single-cell RNA sequencing data, based on the solution to the Schrödinger problem and amech-
anistic, stochastic gene model that generates realistic dynamics. The method relies on con-
structing a reference process for the Schrödinger problem based on the gene model applied to
a gene regulatory network, known as the Bursty model.

By comparing the solutions to the Schrödinger problem obtained with a diffusive reference
process and a reference process based on the Burstymodel, I established the validity of this new
method, first using simulated data and a simple gene model, and then using experimental data
and a complex gene network. This work thus illustrates the value of integrating mechanistic
knowledge of the biological system into the inference method to enable a more realistic and,
ultimately, more relevant inference of cell differentiation.

Keywords: Trajectory inference, gene expression model, gene regulatory network, Schrödinger
problem, cell differentiation, single-cell data.
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